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Prowadzacy ¢wiczenia

mgr inz. Piotr Betlej

Programowanie nieliniowe — optymalizacja funkcji

wielu zmiennych

Modele programowania liniowego czesto okazujg sie niewystarczajgce w modelowaniu
rzeczywistosci gospodarczej. Model liniowy jedynie przybliza realng sytuacje ekonomiczna.
Uzyskanie opisu uktadu gospodarczego, ktéry adekwatnie odzwierciedlatby rozpatrywane
relacje ekonomiczne, wymaga zastosowania modelu uwzgledniajgcego wszystkie jego
komplikacje. Taka mozliwos¢ pojawita sie z chwila wprowadzenia innych niz liniowe

dziedzin programowania matematycznego.

Elementy programowania nieliniowego

Programem nieliniowym nazywamy zadanie o postaci:

f(x) = f(x1, X2, ..., Xp) --=>=> min (lub max),

przy warunkach ograniczajacych:

gi(xX) = g9:1(X1, X2, ... Xp) <=01Ilub>=0 (i=1,2,..7r),

X1, X2, .. , Xnp =>=0

gdzie przynajmniej jedna z funkcji: f lub g; nie jest funkcjq liniowa, przy czym zaktada sie,

ze funkcje f i g; sq ciggte.

W przeciwienstwie do programowania liniowego, gdzie uniwersalng metodg rozwigzywania
jest algorytm simpleks, nie ma ogolnej metody rozwigzywania programow nieliniowych.

Metoda rozwigzywania zalezy od postaci, jaka zadanie przyjmuje.
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Funkcje dwdéch zmiennych

Funkcjg rzeczywistag dwoch zmiennych nazywamy odwzorowanie f:R®” >R czyli

przyporzadkowanie kazdej parze liczb rzeczywistych (x,y) doktadniej jednej liczby

rzeczywistej z, czyli:

f(x,y)>z(x,y)eR* zeR

Przyktady funkcji dwoch zmiennych:
f(X,y) =64x —2x*> +4xy —4y* +32y —14

f(X,y) =[xy
f(x,y):\/;+\/§

f(x,y)= arcsiné
y

Wyznaczanie dziedziny funkcji:

Dziedzing funkcji z=f(x, y) nazywamy zbiér tych wszystkich (x,y) € R? dla ktérych wzér
funkcyjny f (x, y) ma sens liczbowy.

Przykiad 1
Znajdz dziedzine funkcji:

f(x,y):ximeM—xz—y2

Rozwigzanie:
Aby powyzszy przepis miat sens, nalezy zatozy¢, ze wyrazenie wystepujace w mianowniku

jest rézne od zera i wyrazenie pod pierwiastkiem jest nieujemne. Zatem:
xy #0 i 4-x*-y*>0

Po przeksztatceniu otrzymujemy:

x#0 i y#20 i X°+y*<4

Na ptaszczyznie bedzie to obszar ztozony z czterech ¢wiartek kota o srodku w punkcie

(0,0) i promieniu 2, bez odcinkéw osi Ox i Oy zawartych w tym kole.
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Przykiad 2
Znajdz dziedzine funkcji:

f(x,y)=4x*+y>-1-In(4-x>-y?)

Rozwigzanie:

Aby powyzszy przepis miat sens, nalezy zatozy¢, ze wyrazenie pod pierwiastkiem jest
nieujemne oraz wyrazenie logarytmowanego jest dodatnie:

X2 +y2-1>0 i 4-x*-y*>0

co po przeksztatceniu daje:

X>+y*>1 i x*+y*<4

Na ptaszczyznie jest to pier$cien ograniczony okregami o s$rodkach w punkcie (0,0) i
odpowiednio promieniach r =1, r = 2. wraz z okregiem o promieniu 1, za$ bez brzegu

(okregu) zewnetrznego:

H‘r
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Pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych

Pochodne czgstkowe pierwszego rzedu

Jezeli istniej (i jest skonczona) granica:

f(X, yo)_ f(XO,yO)

X—>Xg ’

X — X,

lim

to nazywamy jg pochodng czastkowa rzedu pierwszego funkcji f(x,y) wzgledem zmiennej x

w punkcie (Xo, Yo) i 0znaczamy symbolem f X(X,,Y,) -

Analogicznie: niech x = Xq. Jezeli istnieje (i jest skonczona) granica:
f (X, ) = (X Yo)
Y—Yo

to nazywamy jg pochodng czastkowgq rzedu pierwszego funkcji f(x,y) wzgledem zmiennej y

lim

Yy—=Yo

w punkcie (Xo, Yo) i 0znaczamy symbolem f y(x,,Y,).

Pochodne czgstkowe drugiego rzedu

Pochodne czastkowe rzedu drugiego sg to pochodne czastkowe pochodnych czastkowych

rzedu pierwszego. Oznaczamy je odpowiednio:
Fae (61 Yo) = (F ) (%o, ¥o)

fo (X1 o) = (F )y (%o, ¥o)

F (%01 ¥o) = (F'y) (X0, Yo)

fyy (Xo’ yo) = (f IY)y (Xoy yo)
Obliczanie pochodnych czgstkowych funkcji dwéch zmiennych sprowadza sie wiec, przy

ustaleniu jednej z nich (x=xq lub y=y,), do obliczania pochodnych funkcji jednej zmiennej.

Przykiad 3
Wyznacz pochodne czgstkowe pierwszego i drugiego rzedu nastepujacej funkcji:

f(x,y)=xzy—xy2+%y3—9y
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Rozwigzanie

Pochodne pierwszego rzedu:
fx(xy) =2xy -y
fy(x,y)=x*=2xy+y*-9

Pochodne drugiego rzedu:

foo (X,y) =2y
fy (X y)=2x-2y

f. (Xy)=2x-2y

f,, (X,y)=-2x+2y

Ekstrema lokalne funkcji dwoéch zmiennych

Optymalizacja funkcji wielu zmiennych w ekonomii

Funkcja f(x,y) ma w punkcie P,(X,,Y,) maksimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego punktu P(x,y) nalezacego do pewnego sasiedztwa P,(X,,Yo) spetniona jest
nierownosc:

f(X,y)<f(X0,Y0)-

Funkcja f(x,y) ma w punkcie P,(X,,Yo) minimum lokalne wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego punktu P(x,y) nalezacego do pewnego sasiedztwa P,(X,,Yo) spetniona jest
nierownosc¢:

f(X,y)>f(X0,Y0)-

Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jezeli funkcja f(x,y) ma ekstremum lokalne w punkcie P,(X,,Y,) oraz istniejg pochodne

czastkowe:
fo (o Yo) 0 £, (X0, Yo)
to:

fx'(xo,yo):o i fy'(XO'yO)ZO'

Punkt, w ktérym spetniony jest warunek konieczny, nazywamy punktem stacjonarnym.
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Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

Jezeli funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu stacjonarnego P,(X,,Yo) pochodne

pierwszego i drugiego rzedu ciggle oraz:

W (%, V,) = Froa(%o o) Tu(XYo)

fw (X, Yo) T w(Xe,Y0o)
to w punkcie P,(X,,Y,) istnieje ekstremum lokalne.

W przypadku gdy dodatkowo fXX"(XO, Yo) > 0 lub fyy"(xo, Y,) > 0, to w punkcie P,(Xo,Yo)

istnieje minimum lokalne;

Jesli zaé dodatkowo f (X,,Y,) < O lub fyy"(xo,yo) < 0, to w punkcie Py(Xo,Yo) istnieje

maksimum lokalne.

Jezeli W(Xg, Yo) < 0O, to w punkcie stacjonarnym P,(X,,Y,) nie ma ekstremum.

Uwaga: jezeli W(Xo, Yo) = 0, to w punkcie Py(Xos,Yo) ekstremum moze istnie¢ lub nie,
czyli w tym przypadku twierdzenie nie rozstrzyga istnienia ekstremum. Nalezy wowczas

postuzy¢ sie definicjg lub innymi metodami poszukiwania ekstremum.

Z powyzszych twierdzen wynika nastepujacy schemat wyznaczania ekstremoéw funkcji

z = f(x,y)

1) obliczamy pochodne czastkowe rzedu pierwszego f,'(X,,Y,) i f,'(X,,Y,) oraz

przyrownujemy je do zera, znajdujac w ten sposéb punkty stacjonarne,
2) znajdujemy pochodne czastkowe rzedu drugiego i tworzymy wyznacznik W(X,y),

3) obliczamy kolejno znak wyznacznika W(X,y) w punktach stacjonarnych, a w przypadku

gdy jest on wiekszy od zera, badamy takze znak pochodnej fXX”(XO, Yo) <O lub

fyy"(xo, Y, )W tych punktach.
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Przykiad 4
Dla podanej ponizej funkcji produkcji przedsiebiorstwa produkujgcego wyroby x iy
wyznacz optymalng wielko$¢ produkcji obliczajac ekstrema lokalne funkcji:

f(x,y)=2x%+y3-6x-12y

Rozwigzanie
Dziedzing tej funkcji jest R? czyli (x,y) e R%. Szukamy najpierw - zgodnie ze schematem

podanym wyzej - punktéw stacjonarnych, czyli pochodne czastkowe pierwszego rzedu

przyréwnujemy do zera.

f'(x,y)=6x"-6i f '(x,y)=3y*-12

i rozwigzujemy uktad réwnan:

6x2—6=0 x?-1=0 9x=1vx=—1

3y2-12=0  y?-4=0 y=2vy=-2

a stad otrzymujemy cztery punkty stacjonarne: Py (1,2), P,(l,-2), P3(-1,2), P4(-1,-2) w ktorych
spetniony jest warunek konieczny istnienia ekstremum, czyli 4 punkty, w ktorych moze by¢ ekstremum.

Nastepnie obliczamy pochodne czastkowe drugiego rzedu i tworzymy wyznacznik W(X,y):

fo (xy) =12x  f, (x,y)=0 f,(xy)=0 f, (x,y)=6y

12x 0
W(xy) =
0 o6y
Badamy teraz kolejno znak wyznacznika w punktach P (1,2), P,(l,-2), P3(-1,2), P4(-1,-2) i

na podstawie warunku wystarczajacego wnioskujemy o istnieniu ekstremum lokalnego.

Badamy punkt P;(1,2)

12 0

W(Pl) = 0

=144 > 0 zatem istnieje ekstremum

fxxn(l,Z) > 0 zatem w punkcie P, (1,2) istnieje minimum lokalne

Badamy punkt P,(1,-2)
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12
0 -12

=-144 <0 zatem w tym punkcie nie istnieje ekstremum

W(Pz) :‘

Badamy punkt P3(-1,2)

-12 0

W(Ps): 12

‘= -144 <0 zatem w tym punkcie nie istnieje ekstremum

Badamy punkt P4(-1,-2)

-12 0
W(PR,) = 9 12‘ =144 >0 zatem istnieje ekstremum
f . (-1,-2) =-12 < 0 zatem w punkcie P,(-1,-2) istnieje maksimum lokalne
Odpowiedz:

Przedstawiona w zadaniu funkcja ma dwa ekstrema lokalne: minimum lokalne w punkcie
P,(1,2) i maksimum lokalne w punkcie P4(-1,-2), przy czym:
fmin=1f(1,2)=2+8-6-24=-20

fmax = f(-1,-2) = -2 -8 +6 +24 = 20.

Przykiad 5
Sprawdzi¢, czy w podanych punktach P (l,2) i P,(0,0) funkcja:

f(x,y) =2xy —6x* —y* +10

ma ekstremum lokalne.

Rozwigzanie
Aby odpowiedzie¢ na postawione pytanie, nalezy najpierw zbadaé, czy podane punkty sg

punktami stacjonarnymi. W tym celu obliczamy:

f (X, y)=2y—12x fry(x,y)=2x-2y

Badamy punkt P(1,2)
fx(P) = fx(1,2) = 4 — 12 #0, czyli w punkcie P,(l,2) nie jest spetniony warunek
konieczny istnienia ekstremum, a wiec w punkcie P;(l,2) rozwazana funkcja nie ma

ekstremum.

Strona 8/10



Ekonomia matematyczna Il mgr inz. Piotr Betlej

Natomiast f x (P,) = f x(0,0) = 0,, czyli punkt P,(0,0) jest punktem stacjonarnym.

Sprawdzamy wiec, czy w tym punkcie spetniony jest warunek wystarczajacy:

fo (y) =-12  f, (xy)=2 f,(xy)=2 f, (xy)=-2

-12
W(x,y) :‘ ) =20

-2

W (x,y)= 20 > 0, a wiec w punkcie P,(0,0) dana funkcja f(X,y)=2xy-6x"—y*+10 ma

ekstremum i jest to maksimum lokalne, poniewaz fXX"(X, y) <o.
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Zadania do samodzielnego rozwigzania:

1

o

o

(9]

o

a.

o)

(9]

a.

lop

(9]

. Podaj dziedzine funkcji:

f(X,y)=4y—x+2+In(x-y*+4)

F(xy) =4/(x* +y? —4)(Q-x* - y?)
f(x y) — —“X2+y2_1
S In(x + y)
In|x + |

XY =——
VX2 +y? -9

. Wyznacz pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu nastepujacej funkcji:

f(x,y) =4x*y? —12x%y — 4xy® +15x°y*

. f(x,y) =2xy? —2x*y —5xy® +120

. f(x,y) =12xy —8x*y —5xy?

. Wyznacz ekstrema nastepujacych funkcji kosztéw danego przedsiebiorstwa:
f(x,y)=2x3y +y® +3x°

- f(xy) =Xy —xy? +%y3 -9y

f(X,y)=x>+y®—6xy+9x+5y+2
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