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ALGORYTM LICZENIA EKSTREMOW WARUNKOWYCH funkeji f (x, y) przy warunku g(x, y)

przy uzyciu metody mnoznikéw Lagrange’a
AER

1. Tworzymy funkcje Lagrange’a
Lx,y,) = f(x,y) —A* g(x,y)

2. Rozwigzujemy ukfad rownan

L(x,y,1) =0
L,y(x;y'/D =0 = Py(x0, Yo, A0)
glx,y) =0

3. Tworzymy funkcje
n ! 2 n ! ! n 4
V(x» 34 /1) = Lxx * (gy) — 2 ny *Gx * gy + Lyy * (gx)z

4. Obliczamy:
V(xg,¥0,A0) > 0 to minimum

V (o, yo, Ag) < 0 to maximum i V(xg, Yo, A0) = 0 to nie wiadomo

V(xOP Yo, /10)1 ]eéh

Zadanie:
Zbadaj istnieje ekstremow warunkowych f(x,y) = x3 + y3 przy warunku g(x,y) = x + y — 1 metoda
Lagrange’a.

1. Tworzymy funkcje Lagrange’a
Lix,y, )=x3+y3—A(x+y—1)

2. Rozwigzujemy ukfad rownan
L',=3x*-1=0 = 1 =3x?
Ly,=3y*—1=0 =1=3y?=3x*=3y’=x=yVx=—y
x+y—1=0
3

1) x=y = 2x—1=0 = xlz%,ylz% ,/11:Z

2) x=-y = x—x— 1= 0 Sprzeczno$¢, nie ma drugiego przypadku

3. Tworzymy funkcje

Ly, = 6x
Ly, =0
Ly, = 6y

gx=1; gy=1
(x,y,1) =6x %12 —=2x0x1%x1+ 6y *1%2 = 6x + 6y
Obliczamy:

4.
V<113) M ini
—_ — =] = = —_ = —t
252 >t5 minimum
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Zadanie:

1
Zbadaj istnieje ekstremow warunkowych f(x,y) = Exz + 2y2 przy warunku x * y = 2metoda Lagrange’a.

gx,y) =xxy—2
1. Tworzymy funkcje Lagrange’a

1
L(x,y,1) =§x2 +2y2 —Ax (xxy—2)

2. Rozwigzujemy ukfad réwnan:

(L’xzx—A*y=0=>)l=f
y x 4y
4, by > -—=—"—=x2=4y’ =>x=2yVx=-2y
|Ly=4y—A*y:0=>)l:7 y X
\ X%y —2=0
1) 2y>-2=0
y1=1vy; =-1
X1 =2VXxy=-2
=2V, =2
2) —2y? —2 =0 = y? = —1 sprzeczno$é

3. Tworzymy funkcje:

Ly = —1
Ly, =4
L',éy =—-1

9x=Y ; gy=x
Vi,y, D) =x2+2x (=D *xx*xy +4xy?

4. Obliczamy:
V(2,1,2) =4+8+4 =16 > 0 = minimum
V(-2,1,2) =4 -8+ 4 = 0 = nie wiadomo co

Zadanie:
Zbadaj istnieje ekstremow warunkowych f(x,y) = x * y przy warunku g(x,y) = x? + y% — 2 metoda
Lagrange’a.

1. Tworzymy funkcje Lagrange’a
Lix,y, ) =x*xy—2Ax(x?>+y%2-2)

2. Rozwigzujemy uktad réwnan:

{L;=y—l*2x=0:>1=%
X
X
! _ _ - — = — = V = —
Ly—x—l*Zy—O:>A——2y 2x 2y:>y xVy x

x2+y?2-2=0
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1) 2x%2=2 2) 2x% =
x1=1Vvx,=-1 x3=1Vvxy=-1
y1=1vy; =-1 y3=—-1vy, =1

1 1 1 1
/11:§V12=—§ /13=—EV/14=—E
3. Tworzymy funkcje:
Ll = -2
L;yz—ZA
Ly =1

gx=2x 5 gy=2y
V(x,y,A) = =21« 4y? — 2% 2x * 2y — 21 x 4x? = —81 x y%2 — 8xy — 81 * x?

3) Obliczamy:
1

1 1
1,1,—)=—8*§*12—8*1*1—8*§*12=—16<O=>maximum
2 2

1 1 1

V(—l,—l,——)=8*——8+8*E=4—8+4=O=niewiadomo
1

(1,—1,——) =8*E+8+4>0ﬁminimum

1
—1,1,——)=8*E+8+4>Oﬁminimum

OPTYMALIZACJIA

Zadanie:

Dany jest prostokat i z rogéw prostokgta wycinamy kwadraty o wymiarach x. Zaginamy boki, aby stworzy¢
pudetko. Jakie musi by¢ x, aby pudetko miato najwiekszg objetos¢?

7

N N

\"’\ k\ 35
$ X —wyrzucamy

V=(7-2x)(5-2x)*x = (35— 14x — 10x + 4x?) * x = 4x3 — 24x? + 35«x
Szukamy ekstremum powstatej funkgciji
f'(x) =12x?> —48x+35=0
A =2304—1680 = 624 ; VA =25
48 - 25 23 v 48 +25 73

MTTOr T 2= 7o 22 LLE
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Jaka liczbg moze by¢ x?

0< <5 0<23<5
_ﬁ — —
X3 24 > 2

Odpowiedz: Punkt x4 jest optymalny.

Zadanie:
Z drutu o dtugosci 24 zrobic szkielet prostopadito$cianu o najwiekszej objetosci.

x,y,h #0

4x + 4y + 4h = 24 ~\4
X+y+h=6=h=6—-x—Yy

fl,y)=@y)x(-x—y+6)

Szukamy ekstremum powstatej funkc;ji:
fly)=(y)' *(6—x—y)+ (xy) = (6 —x —y) =6y —xy —y? —xy * 6y — y* — 2xy

6y —y?—2xy =0
6x —x?—2xy =0
y6—-—y—-2x)=0=y#0A6—-—y—2x+6=0"*x(=2)
x(6—x—2y)=0=x#0AN6—x—-2y+6=0=y=2
4x +4y—12=0

—x—2y+6=0
3x—-6=0

x =2

Zadanie:

Na ptaszczyznie 3x + 2y — z = 2 znajdz punkt (P), ktérego odlegtos¢ od punktu A(1,1, —2) jest
najmniejsza.

A(x1,¥1,21)

B(x3,¥3,22)

|AB| = \/(x1 — x2)2 + (y1 — ¥2)? + (21 — 2,)?

z=3x+2y—-2

Punkty ptaszczyzny majg wspétrzedne: (x,y,3x + 2y — 2)

flx,y) =\/(x—1)2+(y—1)2+(3x+2y—2+2)2

! 1
(P =52
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, 26— +2@x+2y)+3 _

o 2V 2

C 2(y-1)+2@Bx+2y)*3

fy = 0" —
2V 2

{x—1+9x+6y=0
y—1+x+4y=0

10x +6y—1=0"*(=5)
{ 6x+5y—1=0"%x6
—50x—-30y+5=0
{36x+30y—6=0
—14x =1

1

X=—ﬁ

10x +6y—1=0"*(=3)
{ 6x+5y—1=0"%5
—30x—18y+3=0
{30x+25y—5=0
7y =2

2

y=7

; ( 1)+2 2_, 3 8 28
=3 x| —-—— $—— D = -
d 14

P( 1 2 17)
14’7 14

7 EVEEVEEVES

17

14

TYPY ZADAN JAKIE MOGA POJAWIC SIE NA KOLOKWIUM (7 ZADAN, TRZEBA WYBRAC 5 ZADAN):

1. Szereg Taylora dla funkcji jednej zmiennej

2. Rodzniczka dla funkcji dwoch zmiennych (przyblizone wartosci)

3. Elementy badania funkcji jednej zmiennej:
a) ekstrema i monotonicznose,
b) punkty przegiecia i wypuktosg,
c) asymptoty.

4. Najmniejsza i najwieksza wartos¢ dla funkcji jednej zmiennej w zbiorze domknietym (ekstremum

globalne)

5. Ekstrema lokalne dla funkcji dwoch zmiennych
Ekstrema warunkowe dla funkcji dwdéch zmiennych

o

7. Optymalizacja

POWTORKA ZADAN:

ROZNICZKA (przyblizona warto$¢)
Zadanie:

Korzystajac z rézniczki | i Il rzedu oblicz przyblizong wartos¢ f(x,y) = e* * yz w punkcie (0,05 ; 0,98).

(x0,¥0) = (0,1)
Ax = x —xy = 0,05
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Ay =y —yo=—0,02
£(0,05;0,98) = %05 « (0,98)2

1
f(x) zf(xO:YO)+f;c*Ax+f3/*Ay+§(fx,9,c*Ax2+2fx,3,/*Ax*Ay+fy,3,)*Ay2)

f(01)=e"x12=1
fi=e*xy?=1

fy =2e*xy=2
= ety =1
fey = 2ye* =

fyy = 2e* =2

Ekstremum globalne funkcji jednej zmiennej
Zadanie:

Oblicz najmniejsza i najwieksza wartosé f(x) = 2x3 — 3x * |x — 4| + 1 w przedziale < 0,6 >

|a|={adla a=0
—a dla a<0

1.
x—4>20 =>x>24 = x€E<46>
fx) =2x3-3x(x—4)+1
fx) =2x3—3x2+12x+1

Wewnatrz przedziatu:

f'(x) =6x?>—6x+12=0"\6
x2—x+2=0

A = -7 = A < 0 = nie ma miejsc zerowych
f(4) =2%43—3%4x|4—4|+1=
f(6)=2%x6%—3+6x|6—4|+1=

2.
x—4<0 = x<4 = x€<04)
f(x) =2x3—3x(—x+4)+1
fx) =2x3+3x2—-12x+1

Wewnatrz przedziatu:
fl(x) =6x24+6x—12=0"\6

x>’ +x—-2=0
A=9
-1+3
X1Xy = > =1-2
fQ) =
f(0) =
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