Elementy
rachunku prawdopodobienstwa

Rachunek prawdopodobienstwa

zajmuje sie analizg praw rzadzacych zdarzeniami lo-
sowymi. Pojeciami pierwotnymi sa: zdarzenie ele-
mentarne w oraz zbior zdarzen elementarnych 2.

Doswiadczenie losowe
realizacja okreslonego zespotlu warunkéw wraz z gory
okreslonym zbiorem wynikow.

Zdarzenie losowe A
jest podzbiorem zbioru zdarzen elementarnych (2.
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Prawdopodobienstwo (definicja aksjomatyczna)
jest funkcja okreslona na zbiorze zdarzen losowych:
1. P(A) € (0,1)

2. P()) =1

3. P(AUB) = P(A)+ P(B),0ile ANB =10

Prawdopodobienstwo (definicja klasyczna)

Jezeli () sklada sie z n jednakowo prawdopodobnych
zdarzen elementarnych, to prawdopodobienstwo zda-
rzenia A skladajacego sie z k zdarzen elementarnych
wyraza sie wzorem

Prawdopodobienstwo warunkowe zajscia zda-
rzenia A pod warunkiem realizacji zdarzenia B:

P(AN B)
P(B)

P(A|B) = (P(B) >0)
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Prawdopodobienstwo calkowite. Jezeli zdarze-
nia By,..., B, sa takie, ze B; N B; = () dla wszyst-
kich i # j, BiU...UB, = Q oraz P(B;) > 0 dla
wszystkich ¢, to dla dowolnego zdarzenia A zachodzi

P(A) = P(A|B1)P(B1) + - -+ + P(A|Bn)P(Bn)

Twierdzenie Bayesa.

P(By)P(A|By)
(A|B1)P(B1) +---+ P(A|B,)P(B,)

P(By|A) = Iz

Niezaleznos¢ zdarzen. Zdarzenia A oraz B sg nie-
zalezne, jezeli

P(ANB)=P(A)P(B)
Rownowaznie

P(A|B) = P(A) P(B|A) = P(B)
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Zmienna losowa (cecha)
Funkcja o wartosciach rzeczywistych okreslona na
zbiorze zdarzen elementarnych.

Rozklad zmiennej losowe]
Zbioér wartosci zmiennej losowej oraz prawdopodo-
bienstwa z jakimi sa te wartosci przyjmowane.

Przyktad. Jednokrotny rzut kostks.
Zmienna losowa: ilos¢ wyrzuconych oczek.
Zbiér wartosci: {1,2,3,4,5,6}

Rozktad (kostka uczciwa)

z |1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
pi | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Rozktad (kostka nieuczciwa)
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Zmienna losowa skokowa (dyskretna) jest to
zmienna, ktorej zbior wartosci jest skonczony lub
przeliczalny

Jezeli x1 oraz xo sg kolejnymi wartosciami zmien-
nej losowej skokowej, to nie przyjmuje ona zadnych
wartosci miedzy x1 a o

Przyktady Rzut kostka, liczba bakterii, ilos¢ pracow-
nikow

Zmienna losowa ciggla jest to zmienna przyjmu-
jaca wszystkie warto$ci z pewnego przedziatlu (naj-
czesciej zbioru liczb rzeczywistych)

Jezeli x1 oraz xs sa dwiema wartosciami zmienne;j
losowej ciaglej, to moze ona przyjac¢ dowolng wartosé
miedzy x1 a xa

Przyktady Wzrost, ciezar paczki towaru, wydajnos¢
pracownikow
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Dystrybuanta F' jest funkcja okreslong na zbiorze
liczb rzeczywistych R wzorem

F(z) = P{X < z}, r e R

Najwazniejsze wtasnosci dystrybuanty
1.0< F(x) <1

2. F(—o0) =0, F(o0) =1

3. dystrybuanta jest funkcja niemalejaca
4. Pla < X <b} =F(b) — F(a)

Funkcja (gestosci) rozkladu prawdopodobien-
stwa f jest funkcja okreslong na zbiorze liczb rze-
czywistych R wzorem

F'(x), jezeli F'(x) istnieje
flz) = -
0, w przeciwnym przypadku

Najwazniejsze wtasnosci funkcji gestosci
1. f(z) =20
2. Pla < X <b} = ff f(x)dz
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Skokowa zmienna losowa
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Ciggla zmienna losowa

Funkcja gestosci

F(b) —
F(a)
a b
Dystrybuanta
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Charakterystyki liczbowe
zmiennych losowych

Warto$é oczekiwana (Srednia). Wartoéé oczeki-
wana /X zmiennej losowej X jest liczbg charakte-
ryzujacg potozenie zbioru jej wartosci

EX > wip; dla zmiennej skokowej
B [zf(x)dz dla zmiennej ciaglej

Prawo wielkich liczb:

X1+ Xo+ -+ Xy
n

EX

Wariancja. Wariancja D?X zmiennej losowej jest
liczbg charakteryzujaca rozrzut zbioru jej wartosci
wokot wartosci sredniej EX

D2Y — { > (z; — EX)?p;
[ (@ — EX)*f()da
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Odchylenie standardowe. Odchylenie standardo-
we DX zmiennej losowej X jest liczba charakteryzu-

jacg rozrzut zbioru jej wartosci wokol wartosci sred-
niej X

DX =vD?*X

Kwantyl rzedu p zmiennej losowej X jest to taka
liczba x, ze
F(xp) =p

Frakcja. Jezeli A jest danym podzbiorem zbioru
wartosci zmiennej losowej X, to frakcjag nazywamy
liczbe

p=P{X € A}

Asymetria (sko$no$¢). Liczba v, charakteryzu-
jaca ,niejednakowos$¢” rozproszenia wartosci zmien-
nej losowej wokoét wartosci oczekiwanej.
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Rozklad dwupunktowy
Zmienna losowa X ma rozktad D(p), jezeli

P{X=1l=p=1-P{X =0}

EX=p DX =p(l-p)

Doswiadczenie Bernoulliego

Wykonujemy dwuwynikowe doswiadczenie. Wyniki
nazywane sa umownie sukces oraz porazka. Praw-
dopodobienstwo sukcesu wynosi p (porazki: 1 — p).
Niech zmienng losowag X bedzie uzyskanie sukcesu.

Zmienna losowa X ma rozkltad D(p).

Przyktady.
Ptec¢ osoby.
Wadliwos¢ produktu.
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Rozklad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozklad B(n,p), jezeli

P, {X =k} = (Z)pk(l —p)"F k=0,1,...,n.

EX =np D*X =np(1 —p)

Schemat Bernoulliego
Zmienng losowg o rozkladzie D(p) obserwujemy n
krotnie w sposéb niezalezny. Niech zmienng losowsa
X bedzie ilos¢ sukcesow.

Zmienna losowa X ma rozktad B(n,p).

Przyktady.

[lo$¢ nasion, z ktérych wzeszty rosliny.
Ilos¢ wadliwych produktow.

,Popularnos¢” danej osobistosci publicznej.

Po{X =k} =Po1_{X =n—k}
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Przyktad.

,Niezaliczalno$¢” klasowki jest réwna 30%. Obliczyé
prawdopodobienstwo, ze na dziesie¢ wylosowanych
klasowek bedzie co najwyzej jedna niepozytywna.

Doswiadczenie Bernoulliego: ocena klaséwki
,oukces” — klasowka niezaliczona; p = 0.3

X — liczba niezaliczonych klaséwek wsrod dziesieciu
wylosowanych

Pioos{X <1} = Pig03{X =0} + Pipos3{X =1}

Tablice: Q(k;n,p) anp{X =1}

P10’0.3{X < 1} =1- Q(2, 10, 03) =1 —0.85069

P10,0.3{X = 1} = Q(l, 10, 03) - Q(2, 10, 03)
= 0.97175 — 0.85069 = 0.12106
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Rozktad Poissona
Zmienna losowa X ma rozktad Po()\), jezeli

PN
P)\{X:k’}:yfi ,k:O,].,....

EX =\ D?X = )\

Przyktady.

Ilos¢ wad na metrze kwadratowym produkowanego
materiatu.

[los¢ klientéw przybywajacych do sklepu w jednostce
czasu.
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Przyktad.

Ile srednio powinno przypada¢ rodzynkéw na bute-
czke, by prawdopododobienstwo, ze w buteczce znaj-
dzie sie co najmniej jeden rodzynek, bylo nie mniej-
sze niz 0.997

X — ilo$¢ rodzynkéw w buteczce

X ~ Po(\), A =7

Znalez¢ takie A\, ze Px{X > 1} > 0.99.

Tablice: Q(k; ) = ZPA{X =1}
1=k

Q(1; 1) > 0.99 = X = 4.8

Obliczenia:
P{X>1}=1-P{X=0}=1—¢"

e < 0.0l = \> —1log0.01 = 4.60517
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Rozklad normalny

Zmienna losowa X ma rozklad normalny N(u,o?)
o wartosci $redniej p i wariancji o2, jezeli jej funkcja
gestosci wyraza sie wzorem

2
fu,a2(il7)= e %(0),—oo<a:<oo.

Przyktady.

Btedy pomiarowe.

Ciezar ciala.

Zawartos¢ biatka w miesie.

Standardowy rozktad normalny: N(0,1)

Dystrybuanta F'(x) standardowego rozktadu
normalnego (N (0, 1)) jest stablicowana.

F(r)=1—-F(—x)
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Rozktad normalny

o=0.5

----0=1.0

— — o0 =20
\\
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Standaryzacja

Jezeli X ~ N(u,0?), to

o o

P{Xe(a,b)}:P{Ze (a_“,b_“)}

Przyktad. Dla zmiennej losowej X ~ N(10,16) obli-
czy¢ P{X € (8,14)}

P{XE(&M)}:P{ZG (8—1110’14;1())}

— F(1) — F(—0.5)
= 0.84134 — (1 — 0.69146)
— 0.53380
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Prawo trzech sigm

P{|X — pu| < o} = 0.68268 ~ 0.68

P{|X — u| < 20} = 0.95450 ~ 0.95

P{|X — p| < 30} = 0.99730 ~ 0.997

W — 20 W+ 20

U — 30

u~+ 30
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Pozyteczne przyblizenia

X ~ B(n,p), n duze, p male

4
X ~ Po(np)

X ~ Po(A), A duze
4

1
X~NA—=05))lub VX ~N (\/X, Z)
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