1. Wprowadzenie, sie¢ nasladujgca ,psa Pawiowa”

Czy mozna zbudowaé sie¢ neuronowa nasladujaca PSA PAWLOWA? Trudno udzieli¢
na to pytanie natychmiastowej odpowiedzi zaktadajac, ze korzystaliby$my tylko i wylacznie
z sieci jednokierunkowych. Pokusmy si¢ wigc na probe zaprojektowania czego$ na wiasng
rek¢ w oparciu o ponizsza tabelg i o pewne doswiadczenie zwigzane ze sposobem dziatania

neuronow (tabela opisuje pewna sekwencje¢ odruchow naszego psa).

WEJSCIE (J,D) WYJSCIE
1. jedzenie (1,0) |S$linienie (1)
2. dzwonek (0,1) | brak reakcji (0)
3. jedzenie (1,0) |S$linienie (1)
4. jedzenie, dzwonek (1,1) |S$linienie (1)
5. jedzenie (1,0) |S$linienie (1)
6. dzwonek (0,1) | S$linienie (1)

Sie¢ przedstawiona ponizej, cho¢ nie jednokierunkowa, nie dosy¢, ze dziata zgodnie
z przedstawiona juz tabela, to ma dodatkowy atut: jest jedna z najprostszych konstrukcji
realizujacych przedstawiony problem. Schemat tej sieci rozni si¢ od dotychczas oméwionych
sieci jednokierunkowych. Nasuwa si¢ wigc pytanie, czy jest jaki§ pozytek z zastosowania
sprzezen zwrotnych w sieciach neuronowych? Pomijajac oczywiscie podany na wstepie
przyktad, wszak psa po prostu mozna kupi¢... OdpowiedZz na to pytanie jest twierdzaca,
Wyczerpujacy opis roznych sieci rekurencyjnych stanowi juz klasyke wsrod teorii sieci
neuronowych. Sieci Hopfielda opublikowane w 1982 roku wskrzesity zainteresowanie

sieciami neuronowymi.
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2. Dyskretna sie¢ Hopfielda

Dyskretne sieci Hopfielda sa przykladem najprostszych sieci neuronowych, w ktorych
zastosowano sprzezenia zwrotne. Wyjscia neurondOw polaczone sa z wejSciami tej samej
warstwy. Informacja wyj$ciowa traktowana jest wigc jako sygnat posredni, az do momentu
spelnienia pewnego kryterium stopu. Woéwczas wartoSci wyj$¢ neurondw stanowia
odpowiedz sieci na pierwotny sygnal wejsciowy. Ze wzgledu na charakter zastosowan siec¢
Hopfielda czgsto nazywana jest pamigcia autoasocjacyjna. Sieci tego typu potrafia

zapamigta¢ pewna liczbe wzorcow 1 odtworzy¢ je, przypadku gdy pierwotny sygnat

wejsciowy (dalej obraz wejsciowy) jest niekompletny. Z tego tez powodu najczgstszym

zastosowaniem sieci tego typu jest odszumianie sygnalu wejsciowego.



3. Budowa dyskretnej sieci Hopfielda

OGOLNA
CHARAKTERYSTYKA

budowa

rozmiar warstwy

jednowarstwowa, ze sprzgzeniem zwrotnym;

neurony z dyskretna funkcja aktywacji o zerowej warto$ci

progowe;j:
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rozmiar warstwy odpowiada rozmiarowi obrazow (n), ktore

przetwarzajacej maja by¢ pamigtane przez siec.
we/wy sygnat dyskretny (-1,1).

»uczenie” zapamigtanie wzorcowych obrazow — kazdy z obrazéw
do zapamigtania koryguje wagi sieci jeden raz. Sie¢ pozwala
na uczenie inkrementacyjne.

odczyt wielokrotne przetwarzanie przez warstwe neurondw, przy

czym jako y© traktujemy pierwotny sygnal wejsciowy —
obraz, dla ktérego chcemy znalez¢ najbardziej podobny z tych
ktore zostaly przez sie¢ zapamigtane. (y®=x). Odczyt
uznajemy za zakonczony, gdy zaden z neurondéw nie zmienia

wartosci wyjscia (y(t+l)=y(t)).

4. Proces uczenia sieci Hopfielda

W przeciwienstwie do omowionych architektur sieci neuronowych proces uczenia sieci

Hopfielda obejmuje jednorazowa korekte wag dla kazdego wzorca, ktoéry ma by¢ prawidtowo

przez sie¢ rozpoznawany. Oznaczmy wzorce do zapamigtania jako x”, x@,..., x”; na kazdy

ze wzorcoOw sklada si¢ n sygnatow dyskretnych. Przez w; oznaczymy j-ta wage w i-tym

neuronie i obliczamy w nastgpujacy sposob:
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Ponizej jako przyktad podano pewien czterobitowy wzorzec i odpowiadajaca mu macierz wag
sieci, w ktorej zostal zapamigtany. Nie przypadkiem przedstawiona macierz wag, jest
macierza symetryczna. Kazda macierz wag obliczana na podstawie wzoru (1) jest macierza

symetryczna ze wzgledu na przemienno$¢ mnozenia.
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5. Proces odczytu sieci Hopfielda

I w tym przypadku, odwrotnie niz w sieciach jednokierunkowych, obrazem wyj$ciowym, nie
jest zbior sygnatow otrzymanych w wyniku jednokrotnego przetworzenia sygnaléw
wejsciowych (yo=x) przez warstwg neurondéw. Ze wzgledu na sprzgzenia zwrotne sygnatly
uzyskane na wyjsciu warstwy przetwarzajacej sa tylko sygnatem posrednim (y, y@,..., y*,
y®) Uznane zostaja jako obraz wyjéciowy dopiero gdy kolejne uruchomienie wartswy
neuronow nie powoduje zadnych zmian na wyjs$ciu warstwy przetwarzajacej (kryterium stopu

definiowane jest wigc jako y(k'1)=y(k)).

5.1. Stopien podobienstwa obrazéw

Obraz wyjsciowy jest obrazem do ktorego najbardziej podobny jest pierwotny wzorzec

wejsciowy. Stopien podobienstwa okreslany jest miara Hamminga:
puxy) =D L -y B
i=1

Odlegtos¢ Hamminga dwoch obrazéw oznacza liczbg bitoéw na ktorych te dwa obrazy sig
r6znia. O pierwotnym obrazie wejsciowym sieci i odpowiadajacym mu obrazie wyj$ciowym
mozemy powiedzie¢, ze ze wszystkich obrazéw zapamigtanych przez sie¢ obraz wyjsciowy
jest najbardziej podobny do obrazu wejSciowego, co oznacza, ze odlegto§¢ Hamminga

obrazéw wejsciowego 1 wyjsciowego jest najmniejsza.

P (y) = min pyy (x,x?) (4



5.2. Uruchamianie sieci synchronicznie

Zacznijmy od uruchomienia sieci, ktorej wagi policzyliSmy w punkcie 2.2 dla wzorca, ktory
rozni si¢ od zapamigtanego na jednej pozycji.

Uruchomimy sie¢ zgodnie z naszym dotychczasowym dos$wiadczeniem, tak jak sieci
jednokierunkowe. W pierwszym kroku z czterech neurondéw tylko drugi zmieni wartos¢
sygnatu wyjsciowego. Kolejne uruchomienia catej warstwy nie powoduja zmian na wyjsciu
sieci. Zbior sygnatow wyjsciowych traktujemy wigc jako obraz wyjsciowy. Jest on identyczny
z obrazem, ktory miat by¢ zapamigtany w procesie uczenia sieci. Uruchomienie sieci w ten
sposob nazywa si¢ synchronicznym, wszystkie neurony warstwy w kazdym kroku
uaktualniaja warto$¢ swojego wyjscia.

Uruchomienie synchroniczne dla obrazu wejsciowego rdzniacego si¢ od zapamigtanego
W sieci wzorca na wigcej niz jednej pozycji niestety nie jest zgodne z naszymi oczekiwaniami.

b)

Nie dosy¢, ze kryterium stopu nigdy nie jest spetnione, kazde kolejne uruchomienia sieci
powoduje jakie$ zmiany w sygnatach wyjsciowych neurondéw. Dodatkowo obrazy posrednie
tworza cykl pewnego obrazu i jego negatywu (obrazéw komplementarnych). Obraz ten, co
gorsza nie ma zadnego zwiazku z zapamigtanym przez nas obrazem.

Punkt ten miat na celu pokazanie jak nie nalezy uruchamia¢ sieci Hopfielda. Charakter pracy
sieci Hopfielda, proces dochodzenia od wzorca wejsciowego poprzez obrazy posrednie do
obrazu wyjsciowego stanowiacego jeden z obrazdw zapamigtanych w sieci wymaga
uruchamiania asynchronicznego.



5.3. Uruchamianie sieci asynchronicznie

Uruchamianie asynchroniczne sieci oznacza, ze w jednym kroku, aktualizuje warto$¢ swego
wyjscia tylko jeden, z reguty losowo wybrany neuron.
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Przyjrzyjmy si¢ wigc kilku przykladowym uruchomieniom dla tego samego obrazu
wejsciowego. Na rysunkach, kropki z numerami w poszczeg6lnych elementach sktadowych
obrazéw oznaczaja, w ktorym kroku odpowiedni neuron uaktualniat warto§¢ swego wyjscia.
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Z otrzymanych wynikow, mozemy dostrzec, ze pomimo faktu, ze w sieci zapamigtaliSmy
tylko jeden wzorzec (p.2.2.), obrazem wyjsciowym jest albo 6w wzorzec, albo obraz
stanowiacy jego negatyw, co sugerowaloby, ze w sieci zapamigtaliSmy sa dwa wzorce.
Konsekwencja charakteru zapisu wag w sieci Hopfielda jest fakt, ze sie¢ zapamigta nie tylko
wzorzec, ktory chcemy zapamigtaé, ale takze jego komplementarny obraz (negatyw wzorca),

oba obrazy powoduja taka sama korekte wag. Wplyw na to, ktory z wzorcow otrzymamy jako



obraz wyjsciowy ma sekwencja wyborow, ktéry z neuronéw ma uaktualni¢ stan swego

wyjscia.

6. Zapamietane wzorce a pamietane wzorce w sieci Hopfielda

Pytanie jakie pojawia sig, gdy w sieci pamigtamy wigcej niz jeden wzorzec jest nastgpujace.
Czy wszystkie wzorce, ktore zapamigtaliSmy w sieci poprzez odpowiednia korekt¢ wag
sa pamigtane? Wzorzec jest pamigtany (praktyczny sposob) gdy w odpowiedzi na obraz
wejsciowy identyczny z owym wzorcem, obraz wyjsciowy jest taki sam jak obraz wyjsciowy.
Nie ma bowiem, zadnego innego wzorca z zapamigtanych, ktory moglby by¢ “bardziej
podobny”, r6zni si¢ bowiem od obrazu wejsciowego minimum jednym sygnalem sktadowym.
Wzorce pamigtane przez sie¢ nazywamy atraktorami, stan w ktérym znajduje si¢ sie¢, gdy na

wyjsciu jest wzorzec pamigtany, stanem stabilnym.

Zastosujmy ten praktyczny sposéb do przyktadéw przedstawionych ponizej. Najpierw wezmy
pod uwagg sie¢ ktdora ma za zadanie zapamigtaé wzorce a,b,c. W odpowiedzi na kazdy
z trzech wzorcdw, jako obraz wyjsciowy otrzymujemy odpowiedni wzorzec. Kazdy z trzech

wzorcOw jest pamigtany.

0 -1 -1 1 —1]

a -1 0 -1 -3 -1
W,.=-1 -1 0 1 3

b 1 -3 1 0 1
-1 -1 3 1 0]

K 0 2 0]

¢ 0 0 -2 0
W, ea=|0 0 2 4

d 2 -2 2 0 2
0 0 4 2 0

Wezmy teraz pod uwagg sie¢, ktora ma zapamigta¢ obrazy a,b,c,d. Okazuje si¢, ze wzorce a,b
sa pamigtane. Nie zostaly zapamigtane wzorce c¢,d. Wzorzec ¢, bez wzgledu na sekwencje
wyborow neuronow uaktualniajacych wyjscie,rozpoznawany jest jako negatyw wzorca a.
Podobnie atraktorem wzorca d jest takze obraz komplementarny do wzorca a. Podsumowujac

wzorce a,b sa stabilne, natomiast ¢,d — niestabilne.

Nalezy wigc zdawaé sobie sprawe z faktu, ze zapamigtanie wzorcOw nie oznacza
jednoczesnie, ze wzorce te beda pamigtane. Znalezienie przyktadéw, gdy sie¢ nie pamigta
czesSci zapamietanych wzorcOw nie stanowi problemu, wystarczy chocby wzia¢ ich
odpowiednia ilos¢. W przypadku, gdy rozmiar obrazéw wejsciowych jest wigkszy (>12),

znalez¢ mozna takie przyktady, ze sie¢ pamigta wzorce, ktére wcale nie zostaly zapamigtane.



Potrzebujemy wigc  matematycznej podporki, ktéra pozwoli nam intepretowaé stany

posrednie, ktore pojawiaja si¢ miedzy pierwotnym obrazem wejSciowym a jego atraktorem.

7. Funkcja energii stanu w sieci Hopfielda

Z kazdym mozliwym stanem wyjscia (obraz wejsciowy,obrazy posrednie, obraz wyjsciowy)
mozemy skojarzy¢ funkcje, nazwana ze wzgledu na swe wlasnosci funkcjq energetyczng.
Poniewaz w trakcie odczytu (uruchamiania asynchronicznego sieci) zmiany wartosci funkcji
sa niedodatnie w ksiazkach mozna spotkaé nazwe¢ funkcja Lapunowa, w zwiazku

z traktowaniem sieci jako uktadu dynamicznego.

EE_%ZZJGWUJ’]‘ g EE_%thy (5
i=1 j=1
Stabilny obraz (pamigtany obraz), to taki obraz, ktéry w swoim sasiedztwie ma minimalna
warto$¢ energii. Przez sasiedztwo rozumiemy te obrazy, ktorych odlegtos¢ Hamminga
od stabilnego obrazu wynosi jeden. Ponizej przedstawiono graf z wszystkimi mozliwymi
stanami i wartosci energii obliczonych wedlug wzoru (5), obrazy potaczone sa obrazami,

ktoére rdznia si¢ wartoscia na jednej pozycji.

zapamigtany obraz
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Asynchroniczny algorytm aktualizacji wyj$¢ neuronéw w procesie odczytu zawsze prowadzi
do stanu o minimalnej energii. W przyktadach przedstawionych w punkcie 2.3 mozna byto
odnie$¢ wrazenie, ze gdy sekwencja wyborow kolejnych neuronéw uaktualniajacych warto$¢
wyj$cia, bedzie jeszcze inna niz te przedstawione otrzymamy na wyjsciu inny obraz. Obraz
posredni ulegnie zmianie tylko wtedy, gdy zmianie warto$ci wyjs$cia towarzyszy zmiana

wartosci funkcji energii, na nizsza. Na powyzszym rysunku przedstawiono wszystkie



mozliwe przejscia. Nie jest mozliwe, aby obrazem posrednim byl obraz a czy b, z tego
wzgledu, ze nie ma zadnego obrazu (odleglego o jeden), ktérego warto$¢ energii bytaby
mniejsza niz jeden. Z grafu latwo odczytac jakie obrazy sa przez sie¢ pamigtane, wzorzec,

ktéry miat by¢ zapamigtany i jego obraz komplementarny.

7.1 Wtasnosci funkcji energii

W punkcie tym pokazemy, Zze zmianie dowolnej skladowej obrazu posredniego zawsze

towarzyszy zmniejszanie si¢ wartosci funkcji energii obrazu, co pozwala powiedzie¢, ze

n

E(Y>=—yizwgyj _%ZZWUJ’IY_/ (6)
j=1

=1 j#i
stabilnymi obrazami sa te, ktore znajduja si¢ w minimach lokalnych funkcji energii. Poniewaz
w pojedynczym kroku zmiana obrazu posredniego obejmuje co najwyzej jedna sktadowa
obrazu, funkcje¢ energii (5) mozemy zapisa¢ rozdzielajac sumg¢ na czynnik zalezny
i niezalezny od sktadowej, ktorej odpowiadajacy neuron w kolejnym kroku zmieni warto$¢
wyj$cia zmieni warto$¢:
Rozpatrzmy teraz wplyw zmiany wartos$ci skladowej obrazu posredniego (u; oznacza

pobudzenie laczne i-tego neuronu):

AE=E(y") - E(y*) =" = 3D wyy,
j=1

:_(y[k+1 _yl{,()u[ =—Ay,u,

Mozliwe sa trzy przypadki dotyczace zmiany warto$ci wyjscia i-tego neuronu:

(7

a) AE<0, stad Ayu;>0, z czego wynika u;#0. Je§li zatozymy, ze sygnat y*"/=1, y®=_1,

wowczas Ay, >0, a co za tym idzie u;>0 na podstawie wzoru (7). Dodatnie pobudzenie

taczne powoduje, ze wartos¢ y; w chwili k+1/ zmienia stan z—/ na /.

Jesli zatozymy, ze sygnat y*=_1 y®=1 woéwczas Ay,<0, a co za tym idzie u;<0 na

podstawie wzoru (7). Ujemne pobudzenie taczne powoduje, ze wartos¢ y; w chwili k+1

zmienia stan z / na -1.

b) AE>0, stad Ayu;<0, z czego wynika u;#0. Jesli zatozymy, ze sygnat y*""=1, y®=-1,

wowcezas Ay, <0, a co za tym idzie u;<0 na podstawie wzoru (7). Ujemne pobudzenie

taczne powoduje, ze warto$¢ y; w chwili k+/ nie zmienia stanu. Analogicznie, nie nastapi
zmiana wartosci y;, gdy y*/=-1, y¥=1.
c) AE=0, stad Ayu;=0, gdy u;=0 nie nastapi zmiana stanu ze wzgledu na definicj¢ funkcji

(k+1) yl_(k)

aktywacji (patrz p.3). Gdy w;#0, woéwczas, y; , co oznacza zachowanie

poprzedniego stanu.



Uwzgledniajac istnienie zerowej przekatnej macierzy wag, mozna powiedzie¢, ze funkcja
energii, jest funkcja liniowo zalezna od sktadowej y; obrazu posredniego. Funkcja ta nie ma
wigc minimum. Jednak przy zatozeniu, ze sygnat y; przyjmuje ograniczone wartosci (£1),
to funkcja ta ma swoje minimum gdy wartos¢ sygnalu y; wynosi 1 przy jednoczesnie
dodatniej wartosci pochodnej (stata pochodna) oraz gdy warto$¢ sygnatu y; wynosi -1 przy

jednoczesnie ujemnej wartosci pochodnej (rysunek ponizej).
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Mozna wigc zdefinowac kryterium okreslajace, czy dany stan y jest stabilny:
or
Vi o,

8 Pojemnos¢ pamieci autoasocjacyjnej

<0, i=12,.,n (8)

y

Pytanie, ktore mogto nasuna¢ si¢ juz w przyktadzie z czterema wzorcami, gdzie tylko potowa
zostata prawidtowo zapamigtana brzmi, ile obrazéw mozna efektywnie zapamigtac? Ponizej

przedstawiono analiz¢ pojemnosci sieci.

Zatozmy, ze w sieci zapamigtano m wzorcow. Wowczas spodziewamy si¢ , ze taczne
pobudzenie i-tego neuronu (w stanie stabilnym), gdy obrazem wejSciowym jest jeden
z zapamigtanych wzorcow (m-ty wzorzec) jest rowne zero, lub takiego samego znaku, co i-ta

sktadowa wzorca x™.

n n P n n P
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Oczekujemy, aby znak u; byt taki sam jak i-ta sktadowa obrazu x™ (i=1,2,...,n). Stad na
podstawie (9) wida¢, ze i-ta sktadowa zachowuje swoja warto$¢, gdy znak sumy jest zgodny
ze znakiem i-tej sktadowej, lub gdy jest znaku przeciwnego, ale warto§¢ sumy jest mniejsza

od n. Wprowadzi¢ mozemy parametr nazywany przestuchem.

n P
e ==Ly Z z xl-(p)xﬁ-p)xﬁ-m) (10)

J=1 p=1
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Gdy warto$¢ przestuchu jest mniejsza od jedynki, i-ta sktadowa obrazu x™ jest stabilna. Przy
oszacowywaniu tej wartosci, zaktada sig, ze wzorce sa niezaleznymi dyskretnymi zmiennymi
losowymi, przyjmujacymi wartosci t1 z prawdopodobienstwem 0.5. Wielu autoréw
przeprowadzito ztozone analizy pojemnosci sieci. Krytyczna zalezno$¢ przedstawili w 1985
roku Amit, Gutfrund i Sompolinsky, podajac ze P<0,138n. Dla wigkszych wartosci P,
niewielka liczba niestabilnych sktadowych prowadzi do zmiany pozostatych sktadowych,
dajac w wyniku btedne odczyty. Na uwage zastuguja zalezno$ci pojemnosci sieci od rozmiaru
wzorca, przy dodatkowym =zalozeniu, ze wszystkie wzorce maja by¢ pamigtane
z prawdopodobienstwem bliskim jedno$ci. McEliece, Posner, Rodemich, Venkatesh (1987)
podali oszacowania dla dla duzych wartosci n (11).

Podali rowniez rozszerzony wzor okreslajacy pojemnos$¢ pamigci (12). Wzor okresla liczbe
wektorow wzorcowych P, do ktorych zbiezne bgda wektory wejSciowe znajdujace sig
w odlegtosci nie wigkszej niz p od wektorow wzorcowych (z prawdopodobienstwem bliskim

jednosci).
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