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Rownolicznosc



Intuicje
S

Rozwazmy zbior liczb naturalnych i zbior
iczb naturalnych, z ktérego wyrzucilismy
vierwszych 100 elementow.

Czy te zbiory majq, czy nie majq
"tyle samo elementow"?



Intuicje
S

Rozwazmy zbior liczb naturalnych i zbior
liczb rzeczywistych?

Czy te zbiory majg, czy nie majq
"tyle samo elementow"?



Definicja
S

Jesli liczba elementow w zbiorze wynosi n,
gdzie n jest liczbg naturalng, to mowimy,
ze jest to zbior

skonczony.
O dwoch zbiorach skonczonych powiemy,
Ze Sq

rownoliczne
gdy majq tyle samo elementow.



Definicja
S

Dwa zbiory nazywamy
rownolicznymi

wttw istnieje funkcja roznowartosciowa

odwzorowujgca jeden zbior na drugi.

Fakt, ze dwa zbiory A i B sgq rownoliczne

oznaczamy
A ~ B.



Przyktad 1

Rozwazmy 2 zbiory

Czy sg to zbiory rownoliczne?



Przyktad 1

Rozwazmy 2 zbiory
f B

]
1 0

Funkcja f ustala rownolicznosc tych zbiorow.

A

vAg
-




Przykiad 2
o]

Rozwazmy zbior N liczb naturalnych i zbior A liczb
catkowitych, nieujemnych podzielnych przez 3.
Oczywiscie zbior A jest witasciwym podzbiorem
zbioru N.

Czy zbiory te sg rownoliczne?



Przykiad 2

Funkcja

f(x) = 3x
jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem
zbioru N na zbidr A.

bhde e

Funkcja ta ustala wiec rownolicznosc tych zbiorow.



Przyktad 3

Czy zbiory N i N\{0,1,2,3,...,100} sq
rownoliczne?



Przyktad 3

Czy zbiory N i N\{0,1,2,3,...,100} sq
rownoliczne? TAK

Funkcja f(x)=x+101 ustala rownolicznosc
tych zbiorow.

-



Przykitad 4

Czy przedziat otwarty (-n/2, n/2) i zbior R
sq rownoliczne?



Przykitad 4

Czy przedziat otwarty (-n/2, n/2) i zbidér R
sq rownoliczne? TAK
Funkcja f(x)=tgx ustala rownolicznosc¢ tych

zbiorow. Y
_75/2 // 7-5/2




Lemat
«

Dla dowolnych zbioréow A, B, C,
(1) jesliA ~ B, to B ~ A,

(2)jesiA~BiB~C,toA~C.



Dowod
«

Ad(1)

Jesli A~B, to istnieje funkcja
roznowartosciowa odwzorowujgca A na B.
Zatem istnieje funkcja odwrotna do niej,
ktora jest roznowartosciowym
odwzorowaniem B na A, czyli B ~ A.



Dowod

Ad(2)

Jesli A~B, to istnieje bijekcja f:A—B.

Jesli B~C, to istnieje bijekcja g:B— C.
Poniewaz ztozenie tych funkcji f°g tez jest
bijekcjgq i odwzorowuje zbior A na C,

to A~ C.



Lemat
«

Dowolny (niepusty) przedziat otwarty
zbioru liczb rzeczywistych jest
rownoliczny ze zbiorem liczb

rzeczywistych.



Zbiory przeliczalne



Definicja
S

Kazdy zbior rownoliczny ze zbiorem liczb
naturalnych nazywamy
przeliczalnym.

Zbiory skonczone lub przeliczalne
nazywamy
co najwyzej przeliczalnymi.



Uwaga
o]

Wprost z definicji wynika, ze zbior jest
co najwyzej przeliczalny, jezeli wszystkie
jego elementy mozna ustawic w ciag,

w ktorym kazdy element wystepuje
tylko raz.



Przyktad 1

Zbior liczb parzystych nieujemnych P jest
przeliczalny.

Funkcja f(x)=2x ustala rownolicznosc
zbiorow P i N.

i I



Przykiad 2

Zbior liczb nieparzystych nieujemnych NP
jest przeliczalny. Funkcja f(x)= 2x+1 jest
bijekcjg odwzorowujgcq zbior liczb
naturalnych N na zbior liczb nieparzystych.

S PPPPE



Przyktad 3

Zbior liczb catkowitych jest przeliczalny, bo
funkcja f okreslona jako

f(x) = 2x-1 dla x>01i f(x) = -2x dla x< 0
jest odwzorowaniem roznowartosciowym zbioru
liczb catkowitych na zbior liczb naturalnych

(L1100



Lemat 1
o

Podzbior zbioru co najwyzej
przeliczalnego jest co najwyzej
przeliczalny.



Whniosek
«

Przeciecie zbiorow co najwyzej
przeliczalnych jest zbiorem
co najwyzej przeliczalnym.



Lemat 2
o

(1) Suma dwoch zbiorow co najwyzej
przeliczalnych jest zbiorem co najwyzej
przeliczalnym.

(2) Suma przeliczalnej rodziny zbiorow
co najwyzej przeliczalnych jest zbiorem
co najwyzej przeliczalnym.



Lemat 3
«

Produkt kartezjanski dwoch zbiorow
przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym.



Przyktad

Czy zbior liczb wymiernych jest zbiorem
przeliczalnym?



Przyktad
o]

Czy zbior liczb wymiernych jest zbiorem
przeliczalnym?

Przypomnijmy, ze
Q={a/b : a,beZi bx0}

Zatem Q ~ ZxZ\{0}. Poniewaz Z jest zbiorem
przeliczalnym, to z Lematu 3 wynika, ze
Q rowniez jest zbiorem przeliczalnym.



(infinite hotel paradox) i o T
S
Jezeli hotel z nieskonczong liczbg pokoi jest
petny | przybedzie jeszcze jeden gosc, moze on
byC zakwaterowany w nastepujgcy sposob.
Kazdy gosc¢ przenosi sie do pokoju o jeden
numer wiekszego niz ten, ktory zajmuje. W ten
sposob pokdj numer jeden pozostanie wolny dla
nowoprzybytego goscia.




(infinite hotel paradox) I Xk oo
S
Jesli przybedzie nieskonczenie wiele nowych
gosci, mogg oni by¢ zakwaterowani w
nastepujgcy sposob. Kazdy gosc przenosi sie do
pokoju o numerze dwa razy wiekszym niz ten,
ktory zajmuje. W ten sposob nieskonczona liczba
pokol 0 numerach nieparzystych pozostanie
wolna dla nowoprzybytych gosci.




Zbiory nieprzeliczalne



Definicja
G

Zbiory, ktore nie sg co najwyzej
przeliczalne nazywajq sie

nieprzeliczalnymi.



Lemat
c——

Zbior liczb rzeczywistych z przedziatu
(0,1) jest nieprzeliczalny.



Dowod
o

Zastosujemy metode przekatniowg

Gdyby zbior liczb rzeczywistych

Zz przedziatu (0,1) byt przeliczalny, wtedy

moglibysmy ustawic te liczby w ciag
d=(d;);-; , .. dla 0<d;<1.

lllll



Dowod
o

Kolejne cyfry po przecinku w normalnej
dziesietnej reprezentacji liczby d, oznaczmy
przez

diy, dips dizs -+



Dowod
o

Skonstruujemy liczbe
c = 0,c,cCs..,
w ktorej i-ta cyfra po przecinku zostata
oznaczona przez c; i okreslona
nastepujgco:
c¢=7/,q9dy d. =5,
c, = 5 w przeciwnym przypadku.



Dowod
o

Oczywiscie liczba c jest rozna od liczby d,, bo gdy
Dierwszg cyfrg po przecinku w liczbie ¢ jest 7, to w
iczbie d pierwszg cyfrg jest 5, jesli natomiast
pierwszg cyfrg w c jest 5, to w d, nie jest to cyfra
5.




Dowod
o

Analogicznie dla wszystkich liczb z cigqgu

d,, d,, ds,...:
liczba d, rozni sie od c na i-tym miejscu po
przecinku. Zatem c, chociaz jest to liczba nalezgca
do przedziatu (0,1), a jej rozwiniecie dziesietne
jest normalne, nie wystepuje w ciggu d.

Uzyskana sprzecznos¢ dowodzi, ze zbior liczb z
przedziatu (0,1) nie jest przeliczalny.



Dowod

I

LO

o)

L0

— N _o <
© o O 0O
< ¥ Y <

— N M <
© T O OC
Mm m m M

— N o <
© T © O
NN N

- N ™M <
© © © O
— 4 A -

i
<

AN
o

™
o

4

o O O O

- N ™ <
© T © O

1,2,3, ...

Poniewaz c=d;, to c=d dla

0,Cc,C,C3Cy.......

Cc=



Lemat
c

Zbior 2N wszystkich funkdcji
f:N—>{0,1}
jest nieprzeliczalny.



Dowod
o

Zamiast mowic o funkcjach, mozemy
mowic o nieskonczonych ciggach
zerojedynkowych.

Gdyby zbior 2N byt przeliczalny,
wtedy moglibysmy ustawi¢ wszystkie ciggi
zerojedynkowe z tego zbioru w cigg.



Dowod
o

Oznaczmy go przez
(Cicns
a kolejne elementy i-tego ciqgu przez
Cior Ciz Cia s =+

Konstruujemy cigg

d=(d, d,d,,...)
w taki sposob, by rdznit sie on i-tym wyrazem
od i-tego wyrazu ciqgu c,

d=0, gdy c;=1,
d=1,gdyc, =0.



Dowod

Ciqg d sktada sie tylko z zer i jedynek i
jest rzeczywiscie rozny od wszystkich
ciggow ¢, bo na i-tej pozycji ma 0

tylko wtedy, gdy w ciqgu c. na i-tej pozycji
jest jedynka. Sprzecznosc.



Dowod
G

0,0,0,0,0,0,0,0,.......
0,1,0,0,0,0,0,0,.......
1,0,0,1,0,0,0,0,.......
1,0,0,1,1,0,0,0,.......

d=1,0,1,0....... Poniewaz d=c;, to d=c;dla1=1,2,3, ...



Pytanie
G

Czy zbior wszystkich podzbiorow zbioru
N jest przeliczalny?



Pytanie
G

Czy zbior wszystkich podzbiorow zbioru
N jest przeliczalny? NIE

Zauwazmy, ze

P(N)~2N,
gdzie 2N jest zbiorem wszystkich funkcji
fiN —- {0,1%.



Lemat
c

Kazdy nadzbior zbioru nieprzeliczalnego
jest nieprzeliczalny.



Przyktad
.

Czy zbior liczb rzeczywistych jest
przeliczalny?



Przyktad
G

Czy zbior liczb rzeczywistych jest
przeliczalny? NIE

Zbior liczb rzeczywistych jest nadzbiorem
zbioru (0,1), ktory jest nieprzeliczalny.



Liczby kardynalne



Definicja
S

Liczba kardynalna
zbioru, czyli
moc
zbioru, jest cechq przypisang zbiorowi w taki
sposob, ze
(1) liczba kardynalna zbioru pustego to O,

(2) liczba kardynalna dowolnhego zbioru
skonczonego, to liczba jego elementow,
(3) dwa zbiory majq przypisang te samg ceche
wtedy i tylko wtedy, gdy sq rownoliczne.



Oznaczenie
«

Przyjmiemy oznaczenie :

liczba kardynalna X =
moc zbioru X = [X].

Zgodnie z definicjq,
jesli X ~Y, to |X| = |Y]|.



Przyktad

Zbior A = {xeR: x2-2x+1=0} ma moc 1.

Rzeczywiscie x2-2x+1=(x-1)2, czyli
A={1}, astad |A| = 1.



Przyktad

Dla dowolnych zbiorow X i Y,

jezeli |X| = |Y], to |P(X)| = |P(Y)].



Dowod
o

Dla dowodu, zatézmy, ze f jest funkcjg

ustalajacqg rownolicznosc¢ zbiorow X i Y

i niech g: P(X) —» P(Y) w taki sposob, ze
g(A)=9{yeY:f(x)=y dla pewnego xeA}

dla wszystkich podzbiorow A zbioru X.



Dowod
o

Funkcja g jest roznowartosciowa. Rzeczywiscie,
jesli A#A', A,A'eP(X), to istnieje element a
nalezqcy do jednego zbioru np. acA i nie nalezacy
do drugiego, agA'.

Niech b=f(a). Wtedy beg(A), ale bgg(A")

(gdyz w przeciwnym przypadku istniatby element
a'eA', taki ze f(a')=Db, czyli f nie bytaby
roznowartosciowa). Zatem g(A) =g(A'").



Dowod
o

Funkcja g jest odwzorowaniem na P(Y), bo
dla dowolnego BeP(Y), zbior f1(B)cX, oraz

g(f*(B)) = B.

Wynika stad, ze g ustala wzajemnie
jednoznaczng odpowiednioS¢ miedzy
P(X) i P(Y), czyli |P(X)| = |P(Y)].



Alef zero | continuum
«

Moc zbioru liczb naturalnych przyjeto
oznaczac pierwszg literg alfabetu
hebrajskiego alef, (Nq), @ moc zbioru liczb
rzeczywistych literg gotyckg ¢ (continuum).

IN| = N, (alef,) oraz |R| = c.



Alef zero | continuum
«

Na mocy przeprowadzonych rozwazan

i przyjetych definicji zbior liczb naturalnych

jest przeliczalny, a zbior liczb rzeczywistych jest
nieprzeliczalny. Stad wniosek

C # Np.



Porownywanie
liczb kardynalnych



Definicja
S

Powiemy, ze liczba kardynalna m jest

mniejsza lub rowna liczbie kardynalnej n, m < n
wtedy i tylko wtedy gdy istniejg zbiory X i Y, takie
ze X cYoraz |X|=m, |Y|=n.

Powiemy, ze liczba kardynalna m jest mniejsza
niz liczba kardynalna n, co zapisujemy w postaci
m<n, wtedy i tylko wtedy gdy m<n oraz nm.



Whniosek
«

Poniewaz zbior liczb naturalnych N
jest podzbiorem zbioru R, zatem
Ko < C.



Lemat
«

Dla dowolnych liczb kardynalnych
n, m, u,
(1) n<n
(2)jeslim<nin<u, tom <y,

(3 jesli m < nin<m,ton=m
(Twierdzenie Cantora-Bernsteina).



Lemat
«

Jesli istnieje funkcja odwzorowujaca
A na B, to |B| < |A].



Przyktad

Zbior punktow ptaszczyzny R2 zawartych
w kwadracie (0,1)x (0,1) ma moc ¢, bo

c = [(0,1)] <1(0,1)x(0,1)] < |[R?] = c..



Twierdzenie Cantora



Intuicje
S

Czy sq jeszcze inne liczby kardynalne niz
alef, i c?

Odpowiedz na to pytanie daje nastepujace
twierdzenie Cantora.



Twierdzenie Cantora
«

Dla kazdego zbioru X,

[ X] < [2%].



Dowod
o

Jesli X jest zbiorem pustym, to twierdzenie jest
oczywiscie prawdziwe, bo
|X]=0, a |2%|=1.

Oczywiscie |X]| < |2X], bo funkcja g(x)={x}
odwzorowuje X na podzbior zbioru potegowego
P(X), a mianowicie na rodzine zbiorow
jednoelementowych {{x}: xeX}.



Dowod
o

Wystarczy zatem pokazac, ze zaden podzbior

zbioru X nie jest rownoliczny z 2X.

Przypusémy przeciwnie, ze dla pewnego A c X,
istnieje bijekcja f:A — 2X. Czyli dla kazdego a€A,

f(a)cX. Niech Z={acA:a«f(a)}.

Oczywiscie Z < AcX. Poniewaz funkcja f jest

odwzorowaniem A na zbior wszystkich podzbiorow

X, wiec dla pewnego a,< A, f(ay) = Z.



Dowod
o

Rozwazymy dwa mozliwe przypadki:
I przypadek a, € Z,
II przypadek a, ¢ Z

W pierwszym przypadku, z zatozenia a; € Z i na
mocy definicji zbioru Z mamy a,¢ f(a,), czyli
a,¢ Z. Sprzecznosc.



Dowod
o

W drugim przypadku, gdyby a,eZ,

to poniewaz f(a,)=Z, wiec a,«f(a,).

Stad i na mocy definicji zbioru Z mamy a,eZ.
Sprzecznosc.

Poniewaz oba wykluczajqce sie przypadki
prowadzg do sprzecznosci, wiec zbior Z nie moze
istniec, i w konsekwencji, nie moze istniec¢ funkcja

f odwzorowujgca A wzajemnie jednoznacznie na
2%,



WhniosKki
«

Twierdzenie Cantora daje metode konstrukcji
nieskonczonego ciggu réoznych liczb kardynalnych.
Zbiory

22"

X, 2X 27 ¥

majq wszystkie rozne moce.
W szczegolnosci wynika stad rowniez,
7e |N| < |2M].



WhniosKki
«

Inng konsekwencjq twierdzenia Cantora jest
nieistnienie zbioru wszystkich zbiorow.

Z zatozenia, ze istnieje zbior wszystkich zbiorow X
wynika, ze zbior wszystkich podzbiorow
jakiegokolwiek zbioru A jest podzbiorem zbioru X,
czyli P(A) < X. W szczegodlnosci P(X) c X.

Zatem |P(X)[<]X], czyli |2X|<]|X]| co jest sprzeczne
Z twierdzeniem Cantora.



Zadania



Zadanie 1

Jakg moc majq ponizsze zbiory?

|
N N N N N N N

Dior
Dior
Dior
Dior
Dior
Dior

Dior

ICZ
ICZ
ICZ
ICZ
ICZ
ICZ
ICZ

D parzystych

D wymiernyc
D wymiernyc

D wymiernyc

D naturalnych,
D catkowitych,

I/

D hieparzystych,

1,
N dodatnich,

N ujemnych.

\




Zadanie 2
«

Jakg moc majq ponizsze zbiory?

bior liczb rzeczywistych,
bior liczb rzeczywistych dodatnich, C
bior liczb rzeczywistych ujemnych,
bior liczb niewymiernych.

N N N N




Zadanie 3
«

Jakga moc majq ponizsze zbiory?

zbiér wszystkich funkcji f: N - {0,1},
zbior wszystkich funkcji f: N - {0,1,27%,
zbior wszystkich funkcji f: N - N,

zbior wszystkich funkciji ze

zbioru liczb parzystych w zbiér {0,1,27%, > C
zbior wszystkich nieskonczonych

ciggow zer i jedynek,

zbior wszystkich podzbiordéw zbioru N,
przedziaty (0,1), [2,3], (3,4], y

zbior {0,1%}. |{O 1}|:2




Zadanie 4
«

Jakg moc majq ponizsze zbiory?

bior wszystkich stow nad piecioliterowym
fabetem,

bior wszystkich stow utworzonych z liter
konczonego alfabetu,

bior wszystkich stow utworzonych z liter
przeliczalnego alfabetu.

N OO N QO N




Zadanie 5
«

Jakg moc majq ponizsze zbiory?

- zbidr odcinkow na prostej, o koncach w )
punktach o wspotrzednych wymiernych,

- zbior wszystkich okregow na ptaszczyznie,
ktorych srodki lezg w punktach o
wspotrzednych wymiernych, a promienie sg
liczbami naturalnymi réznymi od zera, y,

- zbidr wszystkich okregéw na ptaszczyznie o’
srodkach w punktach o wspoétrzednych
catkowitych.




Zadanie 6
«

Jakg moc majq ponizsze zbiory?

- zbior wszystkich podzbiorow skonczonych
zbioru liczb naturalnych,

- zbior wszystkich formut rachunku zdan,
w ktorych wykorzystujemy tylko trzy
ustalone zmienne.

\




Zadanie 7
«

Czy podane zbiory sg rownoliczne?
Jesli tak podaj przeksztatcenie wzajemnie
jednoznaczne jednego zbioru na drugi.

@) (0,1]1i[0,1) f(x)=1-x
(b) (011) | (1I+OO) f(X):]_/X

(c) Ri(1, +o) f(x)=1+2x



Rozwiniecie dziesietne
liczby rzeczywiste]
-

Definicja rozwiniecia dziesietnego liczby rzeczywistej. Niech € R, « # 0. Przed-
stawlenie

(5.30) r=sgn(r) Y ”i:

gdrie k € Z, k <0, o, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} dlan =k, k+ 1, ... (przy czym oy # 0,

gdy x| =z 1oraz k =01 ap =0, gdy |z| < 1), nazywamy rozwinigciem dziesigtnym liczby
1 piszemy
T = (Vf...00q, (009 ..., ody r =0
oraz
T = — (V... (Ol (¥ (X9, .., gdy x < 0,

Dodatkowo przyjmujemy 0 =0,0... .
Rozwiniecie (5.30) nazywamy nermalnym, gdy zbior {n € Z : n = k A ay, # 9} jest
nieskonczony.



Rozwiniecie dziesietne liczby 0,5
-

Rozwiniecie normalne 0,5=0,500000(0)

Rozwazmy teraz nieskonczony cigg
geometryczny taki, ze a1=0,09 oraz q=0,1.
Policzmy sume tego ciggu
S=al/(1-9)=0,09/(1-0,1)=0,09/0,9=0,1
Zatem
0,5=0,4+0,1=0,4+0,09+0,009+...=0,499(9)



Rozwiniecie dziesietne liczby 1
S

Rozwiniecie normalne 1=1,00000(0)

Rozwazmy teraz nieskonczony cigg
geometryczny, taki, ze a1=0,9 oraz g=0,1.
Policzmy sume tego ciagu
S=al/(1-9)=0,9/(1-0,1)=0,9/0,9=1

Zatem 1=0,9+0,09+0,009+.....=0,9999(9)



