Matematyka Dyskretna — materiaty ¢wiczeniowe PJWSTK O

Funkcje

1. Ktéra z podanych relacji jest funkcja? Dla kazdej funkcji wyznacz jej dziedzine i przeciwdziedzine.

(a) r={(1,2),(2,2),(2,4),(4,4),(4,8),(8,4)},
(b) 7={(1,2),(2,2),(3,4),(4,8),(8,5)},

(¢) r=A(z,y) CZXZ:2x+y=max({z,2}}),
(d) r=A{(z,y) CRxR: |y[ =27},

(e) r={(f,9) CFxF:f=0(g)}, gdzie F jest zbiorem funkcji okreslonych w dziedzinie liczb
naturalnych.
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2. Niech P bedzie zbiorem programoéw z jednym argumentem wywotania bedacym liczba catkowita. W
zbiorze P okreslamy relacje r taka, ze P r P, wttw dla kazdego a € Z, Res(Pi(a)) = Res(Pz(a)),
gdzie Res(P(a)) jest zbiorem mozliwych wynikéw programu P dla danej wejsciowej a. Czy relacja
r jest funkcja?

3. Niech P bedzie programem z jednym argumentem wywotania bedacym liczba catkowita. W zbiorze
Z okredlamy relacje r taka, ze a r b wttw Res(P(a)) = Res(P(b)), gdzie Res(P(a)) jest zbiorem
mozliwych wynikéw programu P dla danej wejsciowej a. Czy relacja r jest funkcja? Jesli tak okresl
jej wlasnosei (czy jest iniekcja, suriekcja, bijekcja).

(a) P(n) ={x:=100; for i=1 to n do z:=|x/3]; i:=i+1; od return z},
(b) P(n) = {x :=100; for i=1 to n do k := random({2,3,4}); =« := |z/k]; i :=

i+1; od return x}.

4. Niech A bedzie nastepujacym podzbiorem zbioru liczb catkowitych A = {—10,-9,...,9,10} oraz
niech P bedzie programem takim, ze dla kazdego n € A

P(n)={X:=0; for i=-10 to 10 do if sgn(n) = sgn(i) then X := XU{i}; fi i:=i+1; od

return X}.
Co oblicza program P? Wyznacz P(3). Okre$lmy teraz funkcje f : A — P(A) taka, ze f(n) = P(n).
Czy f jest suriekcja, iniekcja, bijekcja?

5. Niech A bedzie dowolnym zbiorem zapisanym w tablicy T' (tzn. T[i] oznacza i-ty element zbioru
A), a r relacja réwnowaznosci okreslona w tym zbiorze. Ponadto niech P bedzie programem takim,
ze dla kazdegon € A

P(n)={X :=0; for i=T[1] to T[|A|] do if (n,i) €r then X :=XU{i}; fi i:=i+1 od

return X}.

Co oblicza program P? Czy funkcja f : A — P(A) taka, ze f(n) = P(n) jest suriekcja, iniekcja,
bijekcja?

6. Niech zbiér U bedzie pewnym uniwersum, a zbiér A jego podzbiorem. Ponadto niech P4 bedzie
programem z jednym argumentem wywolania takim, ze dla a € U

Pa(a)={if a€ A then z:=1 else ©:=0 fi return xz}.

Co oblicza program P? Czy funkcja f : U — {0,1} taka, ze f(a) = P(a) jest suriekcja, iniekcja,
bijekcja?

7. Sprawdz, czy funkcja f : X — X jest suriekcja, iniekcja, bijekcja. Wyznacz obraz i przeciwobraz
zbioru A C X

(a) X =R, f(z)=22>-1,A=0,2),
(b) X =R, f(z) =log(1+ |z|), A= {-9,0,10}.
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Niech f bedzie relacja zdefiniowana w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, okreslona wzorem: x
[y wttw, gdy lgy = 3x + 1. Zbadaj, czy f jest funkcja. Jesli tak, sprawdz czy jest to bijekcja i
wyznacz f~1(A) dla A = [16,32]. Wyznacz (f o f)(B) dla B = {1,2,4}.

. Dana jest funkcja f : Z — Z taka, ze f(z) = min({z,(—1)*}). Wyznacz dziedzine i przeciw-

dziedzine tej funkcji. Sprawdz, czy jest ona iniekcja i czy jest suriekcja. Wyznacz obraz zbioru
A ={-3,-1,1,3} wzgledem funkcji f.

Dana jest funkcja f : R — R taka, ze f(z) = 22tl dla x # 1 oraz f(1) = 2. Wyznacz dziedzine
i przeciwdziedzing tej funkcji. Sprawdz, czy jest ona bijekcja. Jedli tak wyznacz obraz zbioru A =
(—00,2) wzgledem funkeji f=1.

Dana jest funkcja f : P(R) x P(R) — P(R) taka, ze f(A, B) = AU B. Sprawd?, czy jest to funkcja
réznowartos$ciowa. Wyznacz obraz zbioru P({1}) x P({1,2}) wzgledem funkeji f.

Dane jest odwzorowanie f. Sprawdz, czy jest ono bijekcja. Jesli tak wyznacz funkcje odwrotna.

(@) f:Z—7Z, f(xr) =z mod 4,

(b) f:R—=RTU{0}, f(z) = || — =,
() f:R—R, f(z)=2%+1,

(d) f:R—=RF, f(z) =27,

(e) f:RT =R, f(z) =gz,

(£) f:R? =R f(z,y) = (2 +y.z—y),
(8) f:R*—=R? f(z,y) = (2%,y).
Dane sa funkcje f : R — R, f(2) = 2+3%,g: R - R, g(x) =23, h: R — R, h(z) = max({3, 2} —z).
Wyznacz:

(a) foy,

(b) goh,

(c) (fog)oh,

(d) folgoh).

Rozwazmy funkcje f: X — Y zadana w postaci nastepujacego programu:

(a) f(x)={if x mod 2 = 0 then return z; else return -z; fi},
(b) f(z)={i:=1; s:=1; while i<z do i:=i+2; s:=s+i; od return s},
(c) flx)={i:=0; s:=0; while i<z do i:=i+1; s:=s+1/i; od return s}.

Kolejno:

e ustal wartosciowanie zbiorow X,Y C Z takie, ze funkcja f jest bijekcja i X jest zbiorem
nieskonczonym,

e wyznacz analitycznie funkcje odwrotna f~! do funkcji f i zapisz ja w postaci odpowiedniego
programu,

e podaj obraz i przeciwobraz zbioru A = {2, 3,5, 7} wzgledem funkcji f oraz f~1.

Niech n € Ny i f : N* — N x N bedzie funkcja opisang nastgpujacym programem, gdzie odpo-
wiednio A = (ay,as,...,a,) jest n-tka liczb naturalnych, ktérej liczbe n skladowych oznaczymy
przez |A| oraz A[i] = a; jest i-tym elementem owej n-tki:

f(A) ={i:=1; tmp:= A[l]; while i <|A| do if tmp < A[i + 1] then tmp = A[i+1]; fi
i:=i4+1; od return (A,tmp)}.
Kolejno:

(a) wyznacz rezultat funkeji f((5,2,3,7,1)),
(b) ustal, czy funkcja f jest bijekcja,
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(¢) podaj przyklad funkcji g : N* x N — N U {—1} zapisanej w postaci programu, takiej, ze jezeli
ay = ay = ... = an, to (fog)(A) = —1, w przeciwnym przypadku (f o g)(A) =warto$¢
drugiej co do wielkosci sktadowej n-tki A.

Niech n € Ny i f: N* x {1,2,...,n} — N" x {1,2,...,n} bedzie funkcja opisana nastepujacym
programem, gdzie odpowiednio A = (a1, as,...,ay) jest n-tka liczb naturalnych oraz A [i] = a; jest
i-tym elementem owej n-tki:

f(A,n)={tmp:=0; if n>1 then if A[n—1] > A[n] then tmp:= A[n—1]; Aln—1] := A[n];

Aln] :==tmp; fi (A,n):= f(A,n—1); fi return (A,n)}.
Kolejno:
(a) wyznacz rezultat funkeji f ((5,4,3,2,1),k), gdzie k = 1,3, 5,
(b) ustal, czy funkcja f jest bijekcja,

(¢) podaj interpretacje n-krotnego ztozenia funkcji fo fo...of, dla ustalonego n. Czy interpretacja
ta jest inna niz (n — 1)-krotnego zlozenia rozwazanej funkcji?

Udowodnij, ze dla dowolnej funkcji f i dowolnych zbioréow A, B.

(@) fFHANB)=f~HA)nf1(B),

(b) Jesli AC B, to f~1(A) C f~1(B).

Udowodnij, ze ztozeniem funkcji réznowartosciowych jest funkcja réznowartosciowa.

Niech f bedzie funkcja ze zbioru X w zbioér Y. Zbadaj czy dla dowolnych A, B C X i C' C Y zachodzi
podana réwnoé¢. Podaj przyktad ilustrujacy rozwazana rownosé lub kontrprzyktad wskazujacy, ze
rownosé nie zachodzi.

(a) f(A\B) = fF(A\f(B),
(b) f(ANFTHC)) =CN f(A).

Uzasadnij, ze:

(a) 5n3 +100n = O(n®),

(b) 4n8 4+ n3 4+ 21n? + n + 100 = O(n").

Uporzadkuj niemalejaco ponizszy ciag funkcji wg ich rzedéw:

(@) fi(n) =3n*+Tn+5, fa(n) =1gn?, fs(n) =nl,

(b) fi(n) =100n"+7, f2(n) = 3?,:3?{1, fa(n) =1gn", fa(n) = (n+1)!, fs(n) =n", fe(n) = 10°"+".

Ktoére ograniczenia sg prawdziwe. Odpowiedz uzasadnij.

(a) 241 = O(2"),
(b) (n+1) = O(?),
(c) 22" = 02",

(d) log™n = O0(vn),
(e) 40™ = O(n!),

(£) 40" = 02",

(8) (2n)! = O(nl),
(h) lgn™ = O(lgn).

Okresl, ktére z podanych ograniczen funkcji f(n) sa poprawne:

(@) f(n) =0((n® —5n+1)%), f(n) = O(v/nlogn), f(n) = Q(n)), gdzie f(n) = (2n + 1)*,
(b) f(n) =O(nlgn), f(n) = O(n'#*), f(n) = Qny/n), gdzie f(n) =lgnV".
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24. Niech T (Alg,n) bedzie funkcja liczby operacji dominujacych pewnego algorytmu Alg, dla danych
rozmiaru n. Rozwazmy program P (n) postaci:

(a) P(n) ={for i:=1 to n do Q(n) od R(n)},
(b) P(n)={for i:=1 to n do for j:=1 to n do Q(n) od R(n) od},
(c) P(n)={for i:=1 to [lgn™] do for j:=1 to |lgn] do Q(n); R(n) od od}.

Ktére z ponizszych zdan jest prawdziwe?

e jezeli T(Q,n) = O (n?) i T(R,n) = O (n), to T(P,n) = O (n?lgn),
e jezeli T(Q,n) = Q (n?) i T(R,n) = O (n®), to T(P,n) = Q (2'"),
o jezeli T(Q,n) = O (v/n) i T(R,n) = Q(nlgn), to T(P,n) = © (n!).
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