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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporzadkowania Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (T, n, x) znajdujacy indeks elementu x zapisanego w niepustym
n-elementowym wektorze réznych liczb naturalnych T.

Struktura dla algorytmu
Struktura dla algorytmu Alg: (N, +, #) .

Specyfikacja algorytmu

Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy sa postaci kolejno:

@ WP : T jest niepustym wektorem réznych liczb naturalnych, n € N*, |T| = n,
(0 <i<n)(TI[i]=x),
@ WK : Alg (T, n,x) = idx, gdzie T [idx] = x.
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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporzadkowania Algorytm Find — implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytm Find:

1 int Find(int T[], int n, int x) {«————————| WP : T jest niepustym wektorem
réznych liczb naturalnych, n € N*,|T| =n, 31 (0 < i < n) (T [i] = x)
int idx:=0;

while (T[idx]#x)
idx:=idx+1;

return idx; | WK : Find (T, n, x) = idx, gdzie T [idx] = x.
}

W ~N o U WwN
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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporzadkowania Poprawnos$é¢ i ztozonoéé algorytmu Find

Poprawnos¢ algorytmu Find
@ poprawno$¢ czeSciowa: wynika bezposrednio z warunku poczatkowego i
zaprzeczenia dozoru petli iteracyjnej (=T [idx] # x) = T [idx] = x, stad
prawdziwy jest warunek konicowy Find (T, n,x) = idx, T [idx] = x,

@ warunek stopu: z warunku poczatkowego 3! (0 < i < n) (T [i] = x) i n € N*.
Zmienna idx inicjalizowana wartoscia 0 jest inkrementowana z kazdj iteracja petli
o 1, stad po i iteracjach petli idx =i, czyli T [idx] = x, co konczy dziatanie
algorytmu.

Zadanie. Podaj posta¢ niezmiennik uzasadniajacego poprawno$¢ czesciowa algorytmu
Find.

Ztozono$¢ algorytmu Find

@ operacja dominujaca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ Srednia ztozonoé¢ czasowa: A(n) = 2 = © (n), zaktadajac Pr (T[] =x) = %, dla
kazdego 0 < i < n,

@ pesymistyczna ztozono$¢ czasowa: oraz W (n) = n = © (n),

@ ztozonos¢ pamieciowa: O (1).

Pytanie. Czy prawdziwe jest stwierdzenie T (Find, n) = © (n)?
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Wyszukanie wskazanego elementu bez uporzadkowania Optymalnoéé algorytmu Find

Twierdzenie

Algorytm Find jest optymalnym w sensie Srednim i pesymistycznym rozwigzaniem
postawionego problemu*.

* powyzsze twierdzenie jest prawdziwe w klasycznym modelu obliczeniowym deterministycznej
maszyny Turinga. Nie jest ono jednak spetnione np. w modelu kwantowej maszyny Turinga
(zob. algorytm Grover’a, 1996).

Pawet Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 4 pazdziernika 2009 8 /49



Woyszukanie elementu maksymalnego Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Wyszukanie elementu
maksymalnego

Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Pawet Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 4 pazdziernika 2009 9/ 49



Woyszukanie elementu maksymalnego Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (T, n) znajdujacy indeks elementu maksymalnego w niepustym
n-elementowym wektorze réznych liczb naturalnych T.

Struktura dla algorytmu
Struktura dla algorytmu Alg: (N, +, <) .

Specyfikacja algorytmu

Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy s3 postaci kolejno:

@ WP : T jest niepustym wektorem réznych liczb naturalnych, n € N*, |T| = n,
@ WK : Alg (T, n) = idxMax, gdzie V(0 < i < n) (T [i] < T [idxMax]).
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Woyszukanie elementu maksymalnego Algorytm FindMax
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Woyszukanie elementu maksymalnego Algorytm FindMax — implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytm FindMax:

1 int FindMax(int T[], int n) { | WP : T jest niepustym wektorem
réznych liczb naturalnych, n € N*, |T| =n

2 int i:=1, idxMax:=0;

3

4 wvhile (i<n) {

5 if (T[idxMax]<T[i]) idxMax:=1i;

6 ir=i+1;

7 }

8 return idxMax; | WK : Alg (T, n) = idxMax, gdzie
V(0 <i<n)(T][]<T[idxMax])

9
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Woyszukanie elementu maksymalnego Poprawnosé czeéciowa algorytmu FindMax

Dowéd czesciowej poprawnosci algorytmu metoda niezmiennikéw:

1 int FindMax(int T[], int n) { | T jest niepustym wektorem

réznych liczb naturalnych, n € N*, =n

2 int i:=1, idxMax:=0; | T [idxMax] < T [idxMax]

¥(0<j<i)(T[]< T [idxMax])

3 | ustalenie n|ezm|enn|ka V(0 <j< (T[] < T [idxMax])

4 while (i<n) {————| weryfikacja niezmiennika: V(0 < j < i) (T [j] < T[idxl\/lax])

5 if (T[idxMax]<T[i]) idxMax:=i;«——————| V(0 <j < i) (T [j] < T [idxMax])

6 i:=i+l;«———————| odtworzenie niezmiennika: V(0 < j < i) (T [j] < T [idxMax])

7} | (NZA=(i<n)=>V(0<j<i) (T[] < T [idxMax])

=V (0<j<n) (T[] < T[idxMax])

8 return idxMax;«—— | Alg (T, n) = idx, gdzie V(0 < i < n) (T [i] < T [idx])
9 }

Algorytm FindMax jest cze$ciowo poprawny wzgledem specyfikacji (WP, WK).

Zadanie. Udowodnij przez indukcje wtasno$¢ stopu algorytmu FindMax.
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Woyszukanie elementu maksymalnego Ztozonoéé algorytmu FindMax

Ztozonos$¢ algorytmu FindMax

@ operacja dominujaca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ ztozonos¢ czasowa: T (n) =n—1=© (n),

@ ztozonos$¢ pamieciowa: O (1).

Twierdzenie

Algorytm FindMax jest optymalnym rozwigzaniem postawionego problemu.
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Woyszukanie elementu 2-go co do wielkosci Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (T, n) znajdujacy indeks elementu 2-go co do wielkosci w
n-elementowym wektorze réznych liczb naturalnych T, gdzie n > 2.

Struktura dla algorytmu
Struktura dla algorytmu Alg: (N, +, <, >) .

Specyfikacja algorytmu

Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy sa postaci kolejno:

@ WP : T jest niepustym wektorem réznych liczb naturalnych, n € N\ {0, 1},
IT|=n,
@ WK : Alg (T, n) = idxSec, gdzie 3! (0 < i < n) (T [i] > T [idxSec]).
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Woyszukanie elementu 2-go co do wielkosci Algorytm Find2nd — implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytm Find2nd:

1 int Find2nd(int T[], int n) { | WP : T jest niepustym wektorem
réznych liczb naturalnych, n € N\ {0,1}, |T| =n,

2 int i:=2, idxMax, idxSec;

3

4 if (T[0]<T[1]) { idxMax:=1; idxSec:=0; }

5 else { idxMax:=0; idxSec:=1 }

6

7 wvhile (i<n) {

8 if (T[i]>T[idxMax]) { idxSec:=idxMax; idxMax:=i; }

9 else if (T[i]>T[idxSec]) idxSec:=i;

10

11 i:=i+1;

12 }

13

14 return idxSec; | WK : Find2nd (T, n) = idxSec,
gdzie 31 (0 <7 < n) (T [i] > T [idxSec])

15 }

Pawet Rembelski (PJWSTK) Algorytmy i struktury danych 4 pazdziernika 2009 18 / 49



Woyszukanie elementu 2-go co do wielkosci Poprawnoéé algorytmu Find2nd

Poprawnos¢ algorytmu Find2nd

@ poprawno$é czeSciowa: tuz po inicjalizacji zmiennych w wierszach 4-5 prawda jest,

ze zmienna idxSec wskazuje na 2-gi co do wielkosci element w ciagu
dwuelementowym T [0], T [1]. Niezmiennikiem petli jest formuta NZ :

O <j<i)(T[]> T [idxSec]). Po wykonaniu instrukcji warunkowej w
wierszach 8-9 prawda jest, ze 31 (0 < j < i) (T [j] > T [idxSec]). Zatem po
wykonaniu instrukeji 7 := i + 1 zachodzi 3! (0 < j < i) (T [j] > T [idxSec]) -

odtworzenie niezmiennika NZ. Po zakonczeniu petli iteracyjnej mamy i = n, stad

31(0 < i< n)(T[i] > T[idxSec]),

@ warunek stopu: z warunku poczatkowego n € N\ {0,1}. Zmienna i inicjalizowana
wartoscig 2 jest inkrementowana z kazdj iteracja petli o 1, stad po n — 2 iteracjach

petli i = n, co koficzy dziatanie algorytmu.
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Woyszukanie elementu 2-go co do wielkosci Ztozonoéé algorytmu Find2nd

Ztozonos¢ algorytmu Find2nd

@ operacja dominujaca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,
@ Srednia ztozonoé¢ czasowa: A(n) = 2% 4+ 2 £ ¢ = © (n), gdzie ¢ < 2 jest pewng
stata, zaktadajac Pr (T [i] > T [idxMax]) = %, dla kazdego 0 < i < n,

@ pesymistyczna ztozonos¢ czasowa: oraz W (n) = 2n =+ ¢ = © (n), gdzie ¢ < 2 jest
pewng statg,

@ ztozonos¢ pamieciowa: O (1).

Pytanie. Czy algorytm Find2nd jest optymalnym rozwigzaniem dla rozwazanego
problemu?
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Woyszukanie elementu 2-go co do wielkosci Algorytm Turniej — szkic
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Woyszukanie elementu 2-go co do wielkosci Algorytm Turniej — szkic

Pomyst. Zbuduj drzewo turnieju zgodnie z zasadg ,przechodzi tylko wygrywajacy”, np.

dla T=19,3,5,8,2,1,6,4,0,7] i n =10 otrzymujemy:

Pytanie. lle poréwnan elementéw tablicy T jest niezbednych do zbudowania drzewa
turnieju dla rozwazanego przyktadu (tj. n = 10) i w przypadku ogélnym?
Pytanie. Jak najmniejszym kosztem mozna znalez¢ element 2-gi co do wielkosci?
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Woyszukanie elementu 2-go co do wielkosci Algorytm Turniej — szkic

Whiosek

Element 2-gi co do wielkosci jest jednym z tych, ktére ,przegraty” z elementem
maksymalnym. Tych elementéw jest co najwyzej [Ig n] i wsréd nich nalezy wyszukac
elementu maksymalnego np. stosujac metode FindMax.

| \

Ztozonos$¢ algorytmu Turniej

@ operacja dominujaca: poréwnanie elementéw rozwazanego uniwersum,

@ pesymistyczna ztozono$¢ czasowa:
W (Turniej,n) =n—1+4T[lgn] —1=n+ [lgn] — 2,

@ ztozonos$¢ pamieciowa: O (n) ze wzgledu na konieczno$¢ zapisywania rezultatéw
pojedynkéw.

Twierdzenie

| \

Algorytm Turniej jest optymalnym z doktadnoscia co do statej w przypadku
pesymistycznym rozwigzaniem rozwazanego problemu, tj. ztoZzonos¢ kazdego innego
optymalnego w przypadku pesymistycznym algorytm dla postawionego problemu jest
rzedu W (Turniej, n) + ¢ = n+ [lgn| — 2 + ¢, gdzie ¢ jest nieujemna stata naturalna.
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Problem, struktura i specyfikacja algorytmu
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (T, n) znajdujacy indeks elementéw minimalnego i maksymalnego w
n-elementowym wektorze réznych liczb naturalnych T, gdzie n = 2k i k € N*,

Struktura dla algorytmu

Struktura dla algorytmu Alg: standardowa struktura liczb naturalnych.

Specyfikacja algorytmu
Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy s3 postaci kolejno:
@ WP : T jest niepustym wektorem réznych liczb naturalnych, n = 2k, k € N*,
ITI=n,
@ WK : Alg (T, n) = (idxMin, idxMax), gdzie V (0 < i < n) (T [idxMin] < T [i]),
V(0 <i<n)(T [idxMax] > T [i]).

Pytanie. Czy sekwencyjne zastosowanie algorytméw FindMax i analogicznego FindMin
jest poprawnym rozwigzaniem rozwazanego problemu? Jezeli tak, to jaka jest doktadna
ztozonos¢ czasowa takiego rozwigzania?
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Algorytm FindMinMax
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Algorytm FindMinMax — implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytm FindMinMax:

1 (int, int) FindMinMax(int T[], int n) { | WP : T jest niepustym wektorem
réznych liczb naturalnych, n = 2k, k e N*, |T| = n,

int i:=0;
(int, int) s;

for (i:=0; i<n/2; i:=i+1)
if (T[i1>TL(n-1)-i]1)
SWAP(T,i,(n-1)-1i); | operacja zamiany elementéw wektora

W ~N oo, WN

s.idxMin:=FindMin(T[0...n/2-1],n/2) ;«——| procedura wyszukania elementu
minimalnego analogiczna do oméwionej metody FindMax
9 s.idxMax:=FindMax(T[n/2...n-1],n/2);

10

11 return s; | WK : FindMinMax (T, n) = (idxMin, idxMax), gdzie
V(0 <i<n)(T[idxMin] < T [i]),¥V(0 < i< n)(T [idxMax] > T [i]).

12 }
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Poprawnosci i ztozonoséé algorytmu FindMinMax

Zadanie. Uzasadnij poprawnos¢ catkowita algorytmu FindMinMax.

Ztozono$¢ algorytmu Jarvisa

@ operacja dominujgca: poréwnywanie elementéw rozwazanego uniwersum,

ztozonoé¢ czasowa metody pomocniczej FindMin: T (FindMin,n) = 3 — 1,

n

°
@ ztozono$¢ czasowa metody pomocnicze] FindMax: T (FindMax,n) = 5 — 1,
°

2
ztozonoéé czasowa algorytmu Jarvisa:

T (FindMinMax, n) = g + T (FindMin, n) + T (FindMax, n) = %n =2,

@ ztozono$¢ pamieciowa algorytmu Jarvisa: O (1).

Twierdzenie

Algorytm FindMinMax jest optymalnym z doktadnoscia co do statej rozwiazaniem
rozwazanego problemu, tj. ztozonos¢ kazdego innego optymalnego algorytm dla
postawionego problemu jest rzedu T (FindMinMax, n) + ¢ = 3n— 2 + ¢, gdzie ¢ jest
nieujemng stata naturalna.
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Algorytm RecMinMax
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Algorytm RecMinMax

Pomyst. Zbuduj rekurencyjnie zmodyfikowane drzewo turnieju zgodnie z zasada
»przechodza tylko elementy minimalny i maksymalny”, rezultat znajdziemy w korzeniu
drzewa, np. dla T =19,3,5,8,2,1,6,4,0,7] i n =10 otrzymujemy:

Konstruujemy procedure rekurencyjng RecMinMax (T, 1, r), gdzie | i r to kolejno indeks
lewego i prawego krafica aktualnie analizowanego fragmentu wektora T. Dalej zatézmy
bez straty ogélnosci, ze (r — I+ 1) = n = 2ki k € N*.
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego

Rozwigzanie problemu — algorytm RecMinMax:

Algorytm RecMinMax — implementacja

1 (int,int) RecMinMax(int T[], int 1, int r) {«——————| WP : T jest niepustym
wektorem réznych liczb naturalnych, (r — 1+ 1) =n= 2k ke Nt |T|=n,
int idxMin, idxMax;

16
17 }

(int,

int) sl, sr;

if (r-1=1)

if
else

sl:
sSr:

if
if

return (idxMin,idxMax);«——| WK : RecMinMax (T, 1, r)
VU <i<r)(TlidxMinl < T[NV <

(T[x]>T[1]) return (1,r) else return (r,1);
{

=RecMinMax(T,1, (1+r)/2);
=RecMinMax (T, ((1+r)/2)+1,r);

(T[s1l.idxMin]<T[sr.idxMin]) idxMin:=sl.idxMin

else idxMin:=sr.idxMin;

(T[sl.idxMax]<T[sr.idxMax]) idxMax:=sl.idxMax else idxMax:=sr.idxMax;

= (idxMin, idxMax), gdzie
< r) (T [idxMax] > T [i]).
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Poprawnosé czeéciowa algorytmu RecMinMax

Dowéd czeéciowej poprawnosci algorytmu przez indukcje wzgledem k € N*, gdzie
n=2%

@ baza indukcji: dla k =1, tj. n =2 zachodzi r — | = 1, zatem wykonany jest
pierwszy warunek zewnetrznej instrukcji warunkowej, czyli
if (T[r]>T[1]) return (l,r) else return (r,l);
Stad algorytm RecMinMax jest czeSciowo poprawny dla k =11 n =2,
@ zafozenie indukcyjne: dla 0 < i < k i n = 2" algorytm RecMinMax jest czesciowo
poprawny,

@ teza indukcyjna: dla k > 1 i n=2* algorytm RecMinMax jest czesciowo
poprawny.

Dowdd tezy indukcyjnej

Dla k > 1, tj. n>2 mamy r — [ > 2, zatem wykonany jest drugi warunek zewnetrznej
instrukcji warunkowej, czyli kolejno instrukcje w wierszach 9-10. Stad i na podstawie
zatozenia indukcyjnego zachodzi

slidxMin = indeks elem. min<{T[/],T[/+1],...,TH'“H}),

2
. . I +r
sl.idxMax = indeks elem. max ({T[I],T[H—l],...,T H H}) ,

2
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Poprawnosé czeéciowa algorytmu RecMinMax

Dowdd tezy indukcyjnej c.d.

oraz

sr.idxMin = indeks elem. min ({T H'“J +1} T HIJ”J +2] T[r]}>

2 2
sr.idxMax = indeks elem. max ({T H/;rJ +1} T HH'J +2} T[r]}).

Nastepnie wykonane s3 instrukcje warunkowe

12
13
14
15

Stad

gdzier — I =nin=2% dla k> 1, co koiiczy dowéd.

N

if (T[sl.idxMin]<T[sr.idxMin]) idxMin:=sl.idxMin else idxMin:=sr.idxMin;
if (T[sl.idxMax]<T[sr.idxMax]) idxMax:=sl.idxMax else idxMax:=sr.idxMax;

return (idxMin,idxMax);

idxMin = indeks elem. min({T[/], T[I+1],...,T[r]}),
idxMax = indeks elem. max({T [], T[/+1],...,T[r]}),

Zadanie. Udowodnij przez indukcje wtasnosé stopu algorytmu RecMinMax.
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Ztozonoéé algorytmu RecMinMax

Ztozono$¢ czasowa algorytmu RecMinMax

Niech dalej T (n) bedzie liczbg operacji poréwnan elementéw rozwazanego uniwersum,
jakie wykonuje algorytm RecMinMax dla danych rozmiaru n (ponownie zaktadamy, ze

n=2% ke N*), wtedy:
1 la n=2
T(n) = en—2
2T (3)+2 dlan>2
czylidla n=2%i k e N*
1 dla k=1
T(2%) = :
( ) {2T(2“)+2 dla k > 1

i ostatecznie* T (2X) = 32 — 2, stad T (n) = 2n—2".

* k=1mamy T (2!) = T(2) = 22 — 2 =1 co stanowi bazg indukcji. Zatézmy, se dla k > 1
zachodzi T (2k) = 32k — 2, wtedy dla k + 1 mamy T (2k+1) = 2T (2k) + 2 i na podstawie
zatozenia

T(Qk“) :2(%2"-2)+2:3~2k—2:g2"“—2

co koficzy dowéd indukcyjny. Stad dla n = 2k i k € Nt zachodzi. T (n) = %n -2
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Woyszukanie elementéw minimalnego i maksymalnego Ztozonoéé algorytmu RecMinMax

Whiosek

Z twierdzenia o optymalnosci algorytmu FindMinMax i wyprowadzonej z powyzszego
réwnania rekurencyjnego postaci zwartej na T (n) wynika, ze algorytm RecMinMax jest
optymalnym rozwigzaniem postawionego problemu.

| A\

Ztozono$¢ pamieciowa algorytmu RecMinMax

Ztozonos¢ pamieciowa algorytmu RecMinMax z uwzglednieniem kosztéw rekursji jest
asymptotycznie réwna wysokosci zmodyfikowanego drzewa turnieju, tj. S (n) = © (Ig n)

V.
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Wstep

Wyszukiwanie i otoczka wypukta

Wstep
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Wstep

Wiasnosé

Niech po = (xo0, Y0). pr = (x1,y1) oraz p2 = (x2, y2) beda dowolnymi punktami
ptaszczyzny N x N oraz det (po, p1, p2) wyznacznikiem takim, ze

det (P07P17P2) = (Xl - Xo) (Y2 - yo) — (y1 —}/0) (Xz — Xo),
wtedy, jezeli:
@ det (po, p1, p2) > 0 wtedy punkt p, lezy po lewej stronie prostej przechodzacej
przez punkty po, p1,

@ det (po, p1, p2) = 0 wtedy punkty po, p1 oraz p2 sa wspétliniowe,

@ det (po, p1, p2) < 0 wtedy punkt p, lezy po prawej stronie prostej przechodzacej
przez punkty po, p1.

Niech po bedzie wybranym ptaszczyzny N x N. Ustalamy relacje porzadku czesciowego
=<poC (N x N)? taka, ze p1 <p, p2 wtedy i tylko wtedy, gdy det (po, p1,p2) > 0 dla
dowolnych punktéw p1, p2 € N X N. Relacje <,, bedziemy nazywali porzadkiem
katowym.
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Wstep

Niech Q bedzie dowolnym zbiorem punktéw ptaszczyzny N x N. Jezeli dla dowolnego
punktu pp dowolne dwa rézne punkty p1, p2 nalezace do dziedziny relacji <p, nie s3
wspotliniowe (tj. det (po, p1, p2) # 0), to relacja <p, jest relacja porzadku liniowego w
zbiorze Q.

Przyktad. Zbiory punktéw, w ktérych relacja porzadku katowego jest/nie jest relacja
porzadku liniowego.
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Wstep

Niech Q@ C N x N bedzie zbiorem punktéw ptaszczyzny, z ktérych kazde trzy r6zne
punkty nie sg wspétliniowe. Otoczka wypukta zbioru Q nazywamy zbiér CH (Q) C @
taki, ze wielokat wypukty o wierzchotkach ze zbioru punktéw CH (Q) zawiera wewnatrz
wszystkie punktu zbioru Q \ CH (Q) oraz CH (Q) jest najmniejszym takim zbiorem.

Przykfad. Zbiér punktéw Q oraz otoczka wypukta CH (Q) owego zbioru.
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Wyszukiwanie i otoczka wypukta

Problem, struktura i specyfikacja algorytmu
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Problem, struktura i specyfikacja algorytmu

Problem

Poda¢ algorytm Alg (P, n) znajdujacy liczbe punktéw tworzacych otoczke wypukta
niepustego n-elementowego zbioru réznych i trojkami niewspétliniowych punktéw Q
ptaszczyzny N X N, zapisanego w wektorze (tablicy) punktéw

P =1[(x0,y0),(x1,y1) .., (Xn—1, Yn-1)].

| A

Struktura dla problemu

Rozszerzenie standardowej struktury dla algorytmu Alg: zbiér punktéw ptaszczyzny
N x N, z wyr6zniong relacja < porzadku katowego.

Specyfikacja algorytmu

| A

Specyfikacje algorytmu Alg stanowi para (WP, WK), gdzie warunki poczatkowy i
koncowy sa postaci kolejno:

@ WP : P jest niepustym wektorem roznych i trojkami niewspétliniowych punktéw,

n€NT,|P|=n,
@ WK : Alg (P,n) = |CH (Q)|, gdzie Q jest zbiorem reprezentowanym przez wektor
P.

\
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Algorytm Jarvisa

Wyszukiwanie i otoczka wypukta

Algorytm Jarvisa
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Procedury pomocnicze

int FindStart((int,int) P[], int n)

@ warunek poczatkowy WP : P jest niepustym wektorem réznych i tréjkami
niewspétliniowych punktéw, n € N*t, |P| = n,

@ warunek koncowy WK : FindStart(P, n) = idx, gdzie P [idx] jest punktem o
najmniejszej wspétrzednej y a w razie niejednoznacznosci kolejno najmniejszej
wspbtrzednej x.

1 int FindStart((int,int) P[], int n) { | WP
2 int i, idx:=0;

3

4 for (i:=1; i<m; i:=i+1)

5 if ((P[idx].y>P[i].x) OR

6 ((P[idx].y=P[i].y) AND ((P[idx].x>P[i].x)))

7 idx:=1i;

8

9 return idx; | WK
10 }

Zadanie. Uzasadni¢ catkowita poprawnos$¢ procedury FindStart.
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Procedury pomocnicze

int FindNext((int,int) P[], int n, (int,int) p)

@ warunek poczatkowy WP : P jest niepustym wektorem réznych i trojkami
niewspétliniowych punktéw, n € N*,|P| = n, 3(0 < i < n) (P[i] = p),

@ warunek kofcowy: WK : FindNext(P, n, p) = idx, gdzie P [idx] # p jest punktem
najmniejszym w sensie relacji porzadku katowego <, (tj. wzgledem punktu p).

1 int FindNext((int,int) P[], int n, (int,int) p) { | WP
2 int i, idx:=RandomDiff(Q,n,p),«————| indeks dowolnego elementu wektora P
réznego od elementu p

3 first=idx;

4

5 for (i:=1; i<m; i:=i+1)

6 if ((i'=first) AND (P[il!=p) AND (P[i]l=,P[idx]))

7 idx:=i;

8

9 return idx; | WK
10 }

Zadanie. Uzasadni¢ catkowita poprawnos¢ procedury FindNext.
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Algorytm Jarvisa — implementacja

Rozwigzanie problemu — algorytmu Jarvisa:

1 int Jarvis((int,int) P[], int n) {«—————|WP : P jest niepustym wektorem
réznych i tréjkami niewspétliniowych punktéw, n € NT, |[P| =n

2 int size:=0, start:=FindStart(P,n), tmp:=start;

3

4 do {

5 size:=size+l;

6

7 tmp:=FindNext(P,n,T[tmp]);

8 } while (tmp!=start)

9

10  return size; | WK : Jarvis (P, n) = |CH (Q)|.
11 gdzie Q jest zbiorem reprezentowanym przez wektor P
12 }
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Poprawnosé algorytmu Jarvisa

Poprawno$¢ algorytmu Jarvisa

@ poprawno$¢ czeSciowa: metoda pomocnicza FindStart ustala pierwszy wierzchotek

poszukiwanej otoczki wypuktej start. Niech dalej a oznacza liczbe ,,odwiedzin”
elementéw wektora P. Niezmiennikiem petli jest formuta: NZ : size = o« — 1. Stad
po wykonaniu instrukcji size := size + 1 prawd3 jest, ze size = «. Procedura
FindNext wyznacza kolejny wierzchotek otoczki wypuktej katowo najblizszy
aktualnemu wierzchotkowi tmp. Zatem po wykonaniu instrukcji

tmp := FindNext (P, n, tmp) prawda jest size = a« — 1 — odtworzenie niezmiennika
NZ. Po zakonczeniu petli iteracyjnej mamy tmp = start, tj. pierwszy wierzchotek
otoczki wypuktej start odwiedzony byt 2-krotnie. Z wtasnosci geometrycznych
otoczki wypuktej i procedury FindNext wynika, ze kazdy inny element wektora T
(tj. wierzchotek zbioru Q) odwiedzony byt co najwyzej jeden raz. Stad liczba
wierzchotkéw zbioru @ tworzacych otoczke wypukta CH (Q) jest réwna doktadnie
a — 1 = size, czyli Jarvis (P, n) = size = |CH (Q)|.

warunek stopu: poniewaz zbiér Q jest zbiorem skonczonym i CH (Q) C Q oraz z
powyzszego rozumowania kazdy wierzchotek zbioru @ inny niz start odwiedzany
jest co najwyzej jeden raz, to ciag wywotan metody FindNext jest takze skonczony
dla dowolnego wektora P dtugosci n reprezentujacego zbior Q.
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Woyszukiwanie i otoczka wypukta Ztozonoéé algorytmu Jarvisa

Ztozonos¢ algorytmu Jarvisa

@ operacja dominujaca: poréwnywanie elementéw rozwazanego uniwersum wzgledem
relacji <,

@ ztozonos¢ czasowa metody pomocniczej FindStart: T (FindStart, n) = © (1),

@ ztozonos¢ czasowa metody pomocnicze| FindNext: T (FindNext,n) = © (n),

@ ztozonos¢ czasowa algorytmu Jarvisa:

T (Jarvis,n) = T (FindStart, n) + k - (T (FindNext,n) + O (1)) = © (kn),

gdzie k jest liczba punktéw tworzacych otoczke wypukta zbioru @,

@ ztozonos¢ pamieciowa algorytmu Jarvisa: O (1),

Pytanie. Jaka jest pesymistyczna ztozonos¢ czasowa algorytmu Jarvisa?

Pytanie. Jaka jest $rednia ztozono$¢ czasowa algorytmu Jarvisa?
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Zada éwiczeniowe

00 0 00000

®6

Zaimplementuj algorytm Find.
Zaimplementuj algorytm FindMax.
Zaimplementuj algorytm Find2nd.
Zaimplementuj algorytm Turniej.
Zaproponuj algorytm wyszukania elementu 3-go co do wielko$ci w n-elementowym wektorze réznych liczb
naturalnych T, gdzie n > 3, bazujacy na metodzie turniejowej. Uzasadnij poprawno$¢ algorytmu i oszacuj
Jego ztozonos¢..
Zaimplementuj algorytm FindMinMax.
Zaimplementuj algorytm rekurencyjny RecMinMax, dla:
@ rozmiaru danych wejsciowych n = 2k K e N,
@ rozmiaru danych wejéciowych n =2k i k € N*.
Przeprowadz doswiadczalnie analize poréwnawcza efektywnosci algorytméw FindMinMax i RecMinMax.

Zaimplementuj nastgpujacy algorytm réwnoczesnego wyszukiwania minimum i maksimum w n-elementowym
wektorze réznych liczb naturalnych T, gdzie n > 2:

O da kazdej pary kolejnych elementéw wektora ustawiam minimum na pozycji parzystej, a maksimum
na pozycji nieparzystej,
2] wyszukaj sekwencyjnie elementu minimalnego na pozycjach parzystych,
(3] wyszukaj sekwencyjnie elementu maksymalnego na pozycjach nieparzystych.
Uzasadnij poprawnoéé algorytmu i oszacuj jego ztozonosé. Czy podana metoda jest optymalnym
rozwigzaniem rozwazanego problemu?

Zaimplementuj algorytm Jarvisa.

Zaproponuj i zaimplementuj algorytm sprawdzania, czy dana relacja binarna w zbiorze {1,2,..., n}, zadana
w postaci n-elementowego wektora T par postaci (x, y) jest:
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Zadania czeniowe

o zwrotna,
e symetryczna,
9 przechodnia.

Uzasadnij poprawno$¢ algorytmu i oszacuj jego ztozonos¢.
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