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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe

Studia zaoczne PJWSTK O

Plan wyktadu:

® kolejka priorytetowa:
kopiec binarny - drzewo,
kopiec binarny - tablica,
kopiec binarny - efektywna budowa,
kopiec binarny - algorytm sortowania,

kopiec lewicowy,

® struktura Find-Union:

— listy z balansowaniem,

— drzewa n-arne z balansowaniem i kompresja Sciezek.
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Kolejka priorytetowa
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa

Idea (model standardowy kolejki priorytetowej):

(E'U PQ U {true, false},empty, member, min, insert, delmin), gdzie PQ) jest uniwersum

multizbioréw,

empty (pq) =df (pg = 0),

member (pq, e) =qr (e € pq),

min (pq) =qf (min ({e: e € pg})),

insert (pq, e) =qr (pqU {e}),

delmin (pq, e) =45 (pg \ min ({e : e € pq})).
Specyfikacja kolejki priorytetowej:

® sygnatura:
— (FE U PQ, empty, member, min, insert, delmin),
— empty : PQ — {true, false},
— member : PQ x E — {true, false},
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa

Specyfikacja kolejki(c.d.):
® sygnatura:
— min: PQ — E,
— insert : PQQ X E — PQ,
— delmin : PQ — PQ,

® aksjomaty:

— (F, <) jest zbiorem liniowo uporzadkowanym,

— member (pq,e) = P (pq, e), gdzie P jest nastepujacym programem
while (lempty(pq)) {
if (min(pg)==e) return true; else pgq=delmin(pq);
}

return false;
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa

Specyfikacja kolejki(c.d.):

® aksjomaty:
— —empty (pq) = (Ve € E (member (pg,e) = min (pq) < e)),

member (insert (pq, e) ,e),

e # e/ = member (pq,e) = member (insert (pq,e’) ,e),

member (min (pq) ,pq),
e # min (pq) = member (pq, e) = member (delmin (pq) ,e),

program while (!empty(pq)) pg=delmin(pqg); ma wtasnosé stopu.

Twierdzenie. Dowolna struktura, ktéra spetnia aksjomaty specyfikacji kolejki priorytetowej jest
izomorficzna z pewna standardowa struktura kolejek priorytetowych.

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ Srednia i pesymistyczna operacji kolejki priorytetowej min, insert
oraz delmin w przypadku implementacji struktury odpowiednio w drzewie BST i AVL

(zaktadamy, ze elementy kolejki priorytetowej nie powtarzaja sie)?
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Kolejka priorytetowa

(kopiec binarny — drzewo)
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - drzewo

Definicja. Kopcem binarnym (typu min) nazywamy drzewo binarne G = (Vg, Eqg, et), gdzie:

® ct: Vg — FE jest funkcjg etykietowania wierzchotkéw i E jest pewnym niepustym, liniowo
uporzagdkowanym zbiorem etykiet (F, <),

® dla kazdej tréjki wierzchotkéw wu, v, w, jezeli:

— v jest lewym nastepnikiem wierzchotka u, to et (u) < et (v),

— w jest prawym nastepnikiem wierzchotka u, to et (u) < et (w),

Uwaga! W dalszej czesci wyktadu kopiec binarny bedziemy nazywali kopcem.
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Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - drzewo

Definicja (c.d.).

® drzewo jest drzewem doskonatym, z ewentualnym wyjatkiem ostatniego poziomu, na ktérym

wszystkie liscie s zgrupowane skrajnie na lewo (tzw. lewostronne wypetnienie)

Uwaga! Analogiczng definicje mozna wprowadzi¢ dla kopcéw typu max. W dalszej czesci tego
wyktadu kopcem bedziemy domyslnie nazywali kopiec typu min.

Pytanie. Czy kopiec jest drzewem zréwnowazonym w sensie zréownowazenia struktury AVL?

Pytanie. Z ilu co najmniej i co najwyzej wierzchotkéw sktada sie kopiec wysokosci 67
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - drzewo

Przyktady:

® zbidr etykiet (N, <):
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - drzewo

Szczeg6ty implementac;i.

HeapNode

parent

left
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Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - drzewo

Operacji insert (pq, e) — idea. Niech H bedzie kopcem-drzewem, bedacym implementacja
kolejki priorytetowej pq dla uniwersum elementéw F, i niech e bedzie elementem uniwersum FE,

wtedy:
® utworz nowy wierzchotek z etykieta e na ostatnim poziomie drzewa i na ,,pierwszej wolnej”

skrajnie lewej pozycji (odpowiednio dowigzania free.left albo free.right),

® rozpoczynajac od nowo utworzonego wierzchotka v:

— jezeli et (v) < et (v.parent), zamien etykiety wierzchotkéw v oraz v.parent, przejdz do

wierzchotka v.parent i powtérz postepowanie, w p.p. zakoncz dziatanie algorytmu.

Przykfad. Wstawiamy do kolejki priorytetowej pg = {1,2, 3, 3, 6,8} element 2.
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Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - drzewo

Operacja delmin (pq) — idea. Niech H bedzie kopcem-drzewem, bedacym implementacja kolejki
priorytetowej pq dla uniwersum elementéw F, wtedy:

® zamien etykiety wierzchotka korzenia oraz wierzchotka v znajdujacego sie na ostatnim

poziomie drzewa i na ,ostatniej zajetej” skrajnie prawej pozycji (dowiazanie last),

usuh wierzchotek v,

rozpoczynajac od korzenia kopca (jezeli empty (pq) = false):
— niech v bedzie aktualnie rozwazanym wierzchotkiem, wtedy jezeli
et (v) > min ({et (v.left) et (v.right)}),

to zamien etykiete wierzchotka v z mniejsza z etykiet wierzchotkédw nastepnikéw
wierzchotka v, niech bedzie to et (u), przejdz do wierzchotka u i powtérz powyzsze
postepowanie, w p.p. zakoncz dziatanie algorytmu.
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Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - drzewo

Przykfad. Usuwamy wierzchotek minimalny z kolejki priorytetowej pq = {1, 2, 3,3,6,8} .

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ Srednia i pesymistyczna operacji kolejki priorytetowej min, insert
oraz delmin w przypadku implementacji struktury w kopcu-drzewie?

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ Srednia i pesymistyczna operacji member w przypadku
implementacji struktury w kopcu-drzewie?
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Kolejka priorytetowa

(kopiec binarny — tablica)
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - tablica

Pytanie. Czy kopiec binarny mozna efektywnie zaimplementowaé w tablicy statycznej?

Odpowiedz. Tak, przy zatozeniu, ze ,z géry” znamy maksymalng liczbe n elementéw
przechowywanych w strukturze kopca. Wtedy dla kazdego wierzchotka kopca-drzewa v, jezeli
indeks elementu v w tablicy statycznej T' réwny jest ¢, to (dla utatwienia przyjmujemy, ze tablica
T indeksowana jest poczawszy od wartosci 1 do n):

® nastepnik lewy oraz prawy wierzchotka v, o ile istnieja, to elementy tablicy T'[2 - 7] oraz
T2-i+1],

® poprzednik wierzchotka v, o ile istnieje, to element T H%H

Przyktad. Kolejka priorytetowa pq = {B,C, D, H,G,S} i jej rbwnowazne implementacje,
kopiec-drzewo i kopiec-tablica.

Tablica T
B
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - tablica

Operacja insert (pq, e) — idea. Niech T' bedzie kopcem-tablica, bedaca implementacja kolejki
priorytetowej pq dla uniwersum elementéw F, i niech e bedzie elementem uniwersum E, wtedy:

® wstaw element e na ,pierwsza wolna"” pozycje w tablicy T, niech bedzie to pozycja i-ta,

® rozpoczynajac rozpoczynajac od elementu T [i]:

— jezeli T i) < T [%], zamien elementy 7T [i]| oraz T [%], podstaw i = L%J i powtorz

postepowanie, w p.p. zakoncz dziatanie algorytmu.

Przykfad. Wstawiamy do kolejki priorytetowej pqg = {B,C, D, H,G, S} element A.

insert(pq,2)

olu|lo|T|®|o|®

[

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ Srednia i pesymistyczna operacji kolejki priorytetowej insert w
przypadku implementacji struktury w kopcu-tablicy?
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - tablica

Operacja delmin (pq) — idea. Niech H bedzie kopcem-tablica, bedaca implementacja kolejki
priorytetowej pq dla uniwersum elementéw FE, wtedy:

® podstaw T'[1] = T [i] , gdzie 7 jest indeksem ,0ostatniej zajetej” pozycji w tablicy T,
® usun element ¢-ty tablicy T,

® rozpoczynajac od elementu T [1] (jezeli empty (pq) = false):

— niech 5 bedzie indeksem aktualnie rozwazanego elementu w tablicy T', wtedy jezeli

Tl >min ({T'[2-4],T[2-5+1]}),

to zamien T [j] z mniejszym z elementéw T [2 - j],T [2 - j + 1], niech bedzie to T [k],

podstaw j = k i powtdrz powyzsze postepowanie, w p.p. zakoncz dziatanie algorytmu.
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - tablica

Przykfad. Usuwamy wierzchotek minimalny z kolejki priorytetowej pq = {B,C, D, H,G, S}.

|
!
!

delmin(pq) ,'
>
]
!

\

e

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ Srednia i pesymistyczna operacji kolejki priorytetowej delmin w

przypadku implementacji struktury w kopcu-tablicy?

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ Srednia i pesymistyczna operacji min oraz member w przypadku

implementacji struktury w kopcu-tablicy?

Pytanie. Jak efektywnie wyznaczy¢ pierwsza wolng/ostatnia zajeta pozycje w kopcu-tablicy 7T'7
Czy brak dodatkowej pamieci zmieni rzad ztozonosci operacji insert albo delete?
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Kolejka priorytetowa

(kopiec binarny — efektywna budowa)
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Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - efektywna budowa

Idea algorytmu HeapConstruct. Niech ey, ez, ..., e, bedzie ciaggiem n elementéw pewnego
zbioru E z wyrdzniong relacja porzadku liniowego <:

® zapisz elementy ciggu w tablicy T' (dla utatwienia przyjmujemy, ze tablica T" indeksowana
jest poczawszy od wartosci 1 do n),

e dlai= L%J : L%J —1,...,1 wykonaj (*):

— niech j bedzie indeksem aktualnie rozwazanego elementu w tablicy T', wtedy jezeli

Tl >min ({T'[2-4],T[2-5+1]}),

to zamien T [j] z mniejszym z elementéw T [2 - j],T [2 - j + 1], niech bedzie to T [k],
podstaw j = k i powtdrz powyzsze postepowanie, w p.p. przerwij dziatanie i powrd¢ do

(*)-
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Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - efektywna budowa

Zadanie. Przedstaw ,krok po kroku” dziatanie algorytmu HeapConstruct dla ciggu liczb
4,5,2,8,9,4,1,7,6.

Fakt. Pesymistyczng ztozonos$¢ czasowa algorytmu HeapConstruct mozna ograniczy¢ przez

|lg n]

e = 3 ([g]-0m).

h=0

gdzie [#W jest gérnym ograniczeniem liczby weztéw bedacych korzeniami poddrzew wysokosci

h w kopcu n-elementowym, stad

W((n) < nz

|lg | |'

lgn] I
2h—|—1-‘ o ”Z 2_h
h=0

lg n] h oo A
i poniewaz Z o < Z > 2, to W (n) =0 (n).
Pytanie. Czy ztozonos$¢ czasowa algorytmu HeapConstruct w wariancie implementacji strukturze
dowiazaniowej (drzewie binarnym) jest takze rzedu O (n)?

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ pamieciowa algorytmu HeapConstruct?
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Kolejka priorytetowa

(kopiec binarny — sortowanie)
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Kolejka priorytetowa — kopiec binarny - algorytm sortowania

Idea algorytmu HeapSort. Niech ey, ea, ..., e, bedzie ciggiem n elementéw pewnego zbioru F
z wyrdézniong relacja porzadku liniowego < |, wtedy:

® zbuduj kopiec prze kolejne wstawienie elementéw rozwazanego ciggu do poczatkowo puste;j
struktury albo stosujac algorytm HeapConstruct,

® wykonaj n razy operacje min oraz delmain.

Rezultatem dziatania algorytmu jest uporzadkowana niemalejaco permutacja elementéw ciggu

€1,€2,...,En.

Zadanie. Przedstaw ,krok po kroku” dziatanie algorytmu HeapSort dla ciggu liczb
4,5,2,8,9,4,1,7,6.

Pytanie. Jaka jest Srednia i pesymistyczna ztozono$¢ czasowa algorytmu HeapSort?

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ pamieciowa algorytmu HeapSort?
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Kolejka priorytetowa

(kopiec lewicowy)
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec lewicowy

Definicja. Kopcem lewicowym nazywamy drzewo binarne G = (Vg, Eq, et), gdzie:

® ct: Vo — FE jest funkcja etykietowania wierzchotkéw i E jest pewnym niepustym, liniowo
uporzagdkowanym zbiorem etykiet (F, <),

etykiety wierzchotkéw utozone s3 zgodnie z porzadkiem kopcowym (typu min albo max),

dla kazdej tréjki wierzchotkéw w, v, w, gdzie wierzchotki u, w sa ustalone oraz wierzchotek w
nie posiadaja prawego nastepnika a wierzchotek v nie posiada lewego lub prawego
nastepnika, réznica dtugosci $ciezek z wierzchotka u do wierzchotka v oraz z wierzchotka u
do wierzchotka w (tzw. skrajnie prawa Sciezka, inaczej sps (u) = d (u,w)), jest liczba
nieujemna (tj. sps(u) < d(u,v)).
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Kolejka priorytetowa — kopiec lewicowy
Przyktady:

® drzewa binarne bedace kopcami lewicowymi, zbiér etykiet (N, <):
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec lewicowy

Lemat. Niech H bedzie kopcem lewicowym sktadajacym sie z n wierzchotkéw. Dtugosé skrajnie

prawej sciezki w kopcu H jest nie wieksza niz |lgn].

Dowéd. Zatézmy, ze H jest n-elementowym kopcem lewicowym, w ktérym skrajnie prawa
Sciezka jest dtugosci d wiekszej niz |lgn|. Poniewaz kopiec H jest drzewem lewicowym, to do
poziomu d wtacznie jest takze drzewem doskonatym (w p.p. istniataby Sciezka
korzen-wierzchotek nie posiadajacy lewego lub prawego nastepnika o dtugosci mniejszej niz d,
czyli kopiec H nie bytby drzewem lewicowym). Stad kopiec H zbudowany jest z co najmniej
29+1 _ 1 wierzchotkéw. Poniewaz z zatozenia d > |lgn], to 2¢+1 — 1 > 2llenl+1 _ 1 > olen,

czyli liczba wierzchotkéw w kopcu H jest wieksza niz 28" = n — sprzecznos¢.

Ostatecznie w kazdym n-elementowym kopcu lewicowym dtugosc¢ skrajnie prawej $ciezki jest

mniejsza albo réwna |lgn|.
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec lewicowy

Operacja merge (v1,v2) — idea. Niech v; oraz vy beda dowigzaniami do korzeni kopcéw
lewicowych odpowiednio H1 oraz Ho. Wykonaj kolejno:
® jezeli drzewo H; albo Hy jest drzewem pustym, to:
— jezeli drzewo Hy jest drzewem pustym, to rezultatem scalania jest drzewo Hs2, w.p.p.
rezultatem scalania jest drzewo H1,
® W p.p.:
jezeli et (v1) > et (v2), to zamieh miejscami poddrzewa o korzeniach v; oraz v,

wykonaj rekurencyjnie scalanie vy.right = merge(vy.right, vs),

jezeli d (sps (v1.left)) < d(sps (v1.right)), to zamien miejscami poddrzewa o

korzeniach vi.left oraz vy.right,

rezultatem scalania jest drzewo o korzeniu w wierzchotku v1.
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Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Kolejka priorytetowa — kopiec lewicowy

Przyktad. Scalanie dwéch kopcéw lewicowych z uzyciem metody merge. Kolorem czerwonym
zaznaczono wierzchotki bedace argumentami poréwnania et (v1) > et (v2), kolorem zielonym
wtasciwe scalanie a kolorem niebieskim wierzchotek korzehn bedacy argumentem poréwnania

d (sps (vi.left)) < d(sps(v1.right)).

-—— - -

11 -l 2 1 Al—i

—_ |

/RJ\. ;\'\ /\._';, /ﬁ\\.
5 3 4 6 > 5 3 ¥ 4 6 C— 5

/\ / /N 7

8 7 9
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Kolejka priorytetowa — kopiec lewicowy

Whiosek. Jezeli v1 oraz v s3 dowigzaniami do korzeni kopcéw lewicowych, to rezultat operacji

merge(vi.right, v2) jest takze kopcem lewicowym.

Whiosek. Niech v; oraz v2 beda dowigzaniami do korzeni kopcéw lewicowych odpowiednio n i

m wierzchotkowego, wtedy

W (merge(vy.right,v2),n,m) = O (lg (max (n,m))).

.Prytanie. Jaka jest ztozono$¢ pamieciowa operacji merge?
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Kolejka priorytetowa — kopiec lewicowy

Operacja insert (pq, e) — idea. Niech H; bedzie kopcem lewicowym z wierzchotkiem korzeniem

v1, bedacym implementacja kolejki priorytetowej pg dla uniwersum elementéw F, i niech e bedzie

elementem uniwersum FE, wtedy:
® utwoérz nowy 1-wierzchotkowy kopiec lewicowy Hao o korzeniu v2 z etykieta e,
® wykonaj v; = merge (v1,v2).

Operacja delmin (pq) — idea. Niech H bedzie kopcem lewicowym z wierzchotkiem korzeniem v,
bedacym implementacja kolejki priorytetowej pg dla uniwersum elementéw E, wtedy:

® usun wierzchotek v,
® wykonaj v = merge (v.left,v.right).

Pytanie. Jaka jest ztozonos¢ czasowa i pamieciowa operacji kolejki priorytetowej min, insert,

delmin w przypadku implementacji struktury w kopcu lewicowym?
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Struktura Find-Union
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Struktura Find-Union

Przypomnienie. Niech = {e1,e2,...,en} bedzie zbiorem, podziatem zbioru E nazywamy
rodzine zbioréw U = {S1,S2,...,St} taka, ze:

® S; #0, dla kazdego 1 <1 < k,

® S;NS; =0, dla kazdego 1 < i < j <k,

k
[ USZ = F.
=1

Idea struktury Find-Union: niech U = {S1,S2,...,S;} bedzie podziatem zbioru
E ={e1,ea,...,en} ald zbiorem wszystkich mozliwych podziatéw zboru F, wtedy

e (FUU,init, find, union),
® init (L) =4¢ (U) taki, ze dla kazdego 1 < i < k zachodzi |S;| =1,
o find(U,e) =4 (S; €U) taki, zeec S; i1 <1<k,

® union (U, Si,Sj) =df (U") taki, ze U’ = (U\{Si,Sj}) Uu{s; u Sj} 11 <1< <k
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Struktura Find-Union

(listy z balansowaniem)
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Struktura Find-Union — listy z balansowaniem

Reprezentacja zbioru S;:

5

gdzie:
® ¢; — reprezentant zbioru Sj,

® ; — licznik elementéw zbioru S;, tj. ¢ = |S;|.
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Struktura Find-Union — listy z balansowaniem

Szkic realizacji operacji:
® init (F) — utworzenie n jednoelementowych list,

® find (U, e) — odczytanie etykiety elementu e.head,

® union (U, S;, S;) — przytaczenie listy krétszej na koniec dtuzszej (tzw. balansowanie), dla

kazdego elementu listy krétszej zmiana dowigzan do reprezentanta zbioru.

Zadanie. Przedstaw krok po kroku stan struktury Find-Union U dla zbioru £ = {1,2,3,4,5,6} i
ciggu operacji:

init (E) ; union (U, find (U, 1), find (U, 2)) ; union (U, find (U,5), find (U, 6)) ;

union (U, find (U, 2), find (U, 6)) ; union (U, find (U, 3), find (U, 6)) .

Twierdzenie. Koszt ciaggu operacji init, oraz przemieszanych m operacji find oraz n operacji
unton dla implementacji struktury Find-Union w postaci zbioru list z balansowaniem jest rzedu

O (m+nlgn).
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Struktura Find-Union

(drzewa n-arne z balansowaniem i kompresja Sciezek)

7 grudnia 2008 Slajd 38 Pawel Rembelski



Algorytmy i struktury danych — materiaty wyktadowe Studia zaoczne PJWSTK @

Struktura Find-Union — drzewa n-arne z balansowaniem i kompresja $ciezek

Reprezentacja zbioru S;:

gdzie:
® ¢; — reprezentant zbioru Sj,

® ¢ — licznik elementéw zbioru S;, tj.
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Struktura Find-Union — drzewa n-arne z balansowaniem i kompresja $ciezek

Szkic realizacji operacji:
® init (F) — utworzenie n jednoelementowych drzew,

® find (U, e) — przejscie Sciezki z wierzchotka o etykiecie e do korzenia drzewa i odczytanie
etykiety w korzeniu drzewa, w trakcie przechodzenia ,dowigzanie” atrybutu parent,
wszystkich odwiedzonych wierzchotkéw, bezposrednio do korzenia drzewa (tzw. kompresja
Sciezek), np.
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Struktura Find-Union — drzewa n-arne z balansowaniem i kompresja $ciezek

Szkic realizacji operacji (c.d.):

® union (U, S;, S;) — przytaczenie mniejszego drzewa bezposrednio do korzenia drzewa

wiekszego (tzw. balansowanie).

Zadanie. Przedstaw krok po kroku stan struktury Find-Union U dla zbioru £ = {1,2,3,4,5,6} i

ciggu operacji:
init (E) ;union (U, find (U, 1), find (U, 2)) ; union (U, find (U,5), find (U, 6)) ;

union (U, find (U, 2), find (U, 6)) ; union (U, find (U, 3), find (U, 6)) .

Twierdzenie. Koszt ciaggu operacji init, oraz przemieszanych m operacji find oraz n operacji
unton dla implementacji struktury Find-Union w postaci zbioru drzew z balansowaniem i

kompresja Sciezek jest rzedu O ((m + n)lg* n), gdzie

lg¥n=min | i€ N: [Iglg...lg(n)| =1
N —

)
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