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Definicja funkcji dwéch zmiennych

DEFINICJA Funkcja dwoch zmiennych okreslong na zbiorze A C R? o wartosciach w R nazywamy takie przy-
porzadkowanie, w ktorym kazdemu punktowi ze zbioru A odpowiada doktadnie jedna liczba rzeczywista.

Funkcje taka oznaczamy przez f: A — R lub z = f(x,y), gdzie (z,y) € A.

Wartos¢ funkeji f w punkcie (z,y) oznaczamy symbolem f(z,y).

Zbior A nazywamy dziedzing funkcji i oznaczamy przez Dy.

DEFINICJA Wykresem funkcji f dwoch zmiennych nazywamy zbior

{(z,y,2) € R3: (z,y) € Dy Az = flz,y)}.

Pochodne czastkowe funkcji w punkcie

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu (zo, yo).
DEFINICJA Pochodna czastkowa pierwszego rzedu funkeji f wzgledem zmiennej x w punkcie (xq,yo) okreslamy

wWzorem
g(l’ y ) dzef lim f(xo + Axvyo) — f(x()a Z/O)
oz 070 Az50 Az ’

jesli granica ta istnieje i jest skonczona.
Pochodna te oznacza sie takze symbolem f,(xo,yo)-

DEFINICJA Pochodna czastkowa pierwszego rzedu funkcji f wzgledem zmiennej y w punkcie (xo,yo) okreslamy

wzorem
ﬁ(x = f(zo0, Yo + Ay) — f(z0,0)
8y 05 Y0 Ay—0 Ay )

jesli granica ta istnieje i jest skonczona.
Pochodna t¢ oznacza si¢ takze symbolem f,(xo, yo)-

Pochodne czgstkowe funkcji na zbiorze

Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu pierwszego w kazdym punkcie zbioru otwartego D C R?, to funkcje
9]
6—f(x, Y), 6—(:6, y), gdzie (x,y) € D, nazywamy odpowiednio pochodnymi czastkowymi pierwszego rzedu funkcji f na
€T Y
: . o . of of
zbiorze D i oznaczamy odpowiednio symbolami 32’ By lub f,fy.
€T oy
Uwaga. Przy obliczaniu pochodnej czastkowej wzgledem jednej zmiennej pozostale zmienne traktujemy jak state.
Obowiazuja wiec wszystkie znane twierdzenia dotyczace obliczania pochodnej funkcji jednej zmienne;j.

Pochodne czastkowe drugiego rzedu w punkcie

0 0
Niech funkcja f ma pochodne czastkowe or oraz or przynajmniej na otoczeniu punktu (zo, yo)-

ox dy
DEFINICJA Pochodne czastkowe drugiego rzedu funkeji f w punkeie (zo,yo) okreslamy wzorami:

92 def ) 9? def )
ag;’zc (z0,%0) = (% (a%)) (70, Y0), 7@113]; (w0, 90) = (a% (a%)) (w0, %0),
92 def o) a2 def 2
7390@]03,(9507?;0) = (a% (75)) (0, Y0), —ayé (z0,%0) = (a% (a%)) (70, Y0)-

Powyzsze pochodne oznacza si¢ takze odpowiednio symbolami f. (20, %0), fyz (%0, Y0)s foy(To,Yo) oraz fy, (o, Yo)-

Pochodne czastkowe drugiego rzedu na zbiorze
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Jezeli funkcja f ma pochodne czastkowe drugiego rzedu w kazdym punkcie zbioru otwartego D C R2, to funkcje

ﬁ(3(; ) °f (x,y) 0°f (x,y) ﬁ(m ), gdzie (z,y) € D, nazywamy pochodnymi czastkowymi drugiego rzedu
752 @Y Frar @) G (@) 55 (@), 8 Y , Nazywamy p ymi czastkowy giego rze
*f o*f *f f

funkcji f na zbiorze D i oznaczamy odpowiednio symbolami 922 dyon’ 0zdy’ 87y2 lub fre, fyz feys fyy-

TWIERDZENIE Jezeli pochodne czastkowe drugiego rzedu %(mo, Yo) 1 %(xo, Yo) sa ciagle w punkcie (xo,yo),
to sa w tym punkcie rowne.
& (z0,v0) &/ (0, 0)
—(x =—(x
Bydx 05 Yo 9y 0, Y0

Ekstrema funkcji dwoch zmiennych

DEFINICJA Funkcja f ma w punkcie (xg,yo) minimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie tego punktu takie, ze dla
dowolnego (x,y) z tego otoczenia zachodzi nierownosé f(x,y) = f(xo,yo)-

Funkcja f ma w punkcie (zg,yp) minimum lokalne wtasciwe, jezeli istnieje sasiedztwo tego punktu takie, ze dla
dowolnego (x,y) z tego sasiedztwa zachodzi nieréwnosé f(z,y) > f(xo,y0).

Funkcja f ma w punkcie (g, yo) maksimum lokalne, jezeli istnieje otoczenie tego punktu takie, ze dla dowolnego (x, y)
z tego otoczenia zachodzi nier6wnosé f(x,y) < f(xo,yo)-

Funkcja f ma w punkcie (zg,%0) maksimum lokalne wtasciwe, jezeli istnieje sasiedztwo tego punktu takie, ze dla
dowolnego (x,y) z tego sasiedztwa zachodzi f(x,y) < f(zo,yo)-

Warunek konieczny istnienia ekstremum
TWIERDZENIE Jezeli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie (zg,yo) oraz istnieja pochodne czastkowe
%(l‘o,yo) i %(Io,yo)’ to ZTJ;(SCOWO) = 0 oraz %ch(xovyo) =0.

Uwaga. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

Funkcja moze mieé ekstrema tylko w punktach, w ktérych jej wszystkie pochodne czastkowe sa réwne 0 albo w
punktach, w ktérych przynajmniej jedna z tych pochodnych czastkowych nie istnieje.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

TWIERDZENIE Niech funkcja f ma ciagle pochodne czastkowe rzedu drugiego na otoczeniu punktu (xg,yo) oraz
niech

0
1. %(mo,yo) =0 oraz a—i(xo,yo) =0,

9? 92

@J; (0, Y0) 73923]; (x0,v0)

9 9

3.2(;; (:C07y0) Tq}c(x07y0)
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Wtedy funkcja f ma w punkcie (xg,y0) ekstremum lokalne wlasciwe i jest to minimum, jezeli %(xo,yo) > 0 albo

maksimum, jezeli %(aﬁo,yo) < 0.

2. det > 0.

Jezeli wyznacznik wystepujacy w zalozeniu powyzszego twierdzenia jest ujemny, to funkcja f nie ma w punkceie (xq, yo)
ekstremum lokalnego.

W przypadku, gdy wyznacznik ten jest rowny 0, to badanie, czy funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie (zg, yo)
przeprowadzamy innymi metodami.

Wartos¢ najmniejsza i najwieksza funkcji na obszarze domknietym i ograniczonym

Zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa funkcja przyjmuje najmniejsza i najwieksza warto$¢ na zbiorze zwartym.

Wartosci tych poszukujemy w natepujacy sposob:

1. na obszarze otwartym szukamy punktéw, w ktorych funkcja moze mieé ekstrema lokalne;

2. na brzegu obszaru szukamy punktow, w ktorych funkcja jednej zmiennej, otrzymana z f(z,y) po uwzglednieniu
réwnania brzegu, moze mieé¢ ekstrema lokalne;

3. porownujemy wartosci funkcji w otrzymanych punktach oraz na tej podstawie ustalamy warto$ci najmniejsza i
najwieksza funkcji na obszarze.



