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SZEREG TAYLORA

Stuzy do przyblizania funkcji za pomoca wielomianu. Trzeba mie¢ wybrany punkt xg.
1 1 1
f(x) = f(xo) + ﬁf’(xo) * (x — xo)' + 5* £ (x0) * (x — x0)% + -+ +Efn(xo) * (x — x)" +
+ Rptq
R,,;1 - blad przyblizenia

Przyktad:
Napisz wielomian Taylora 3-go stopnia.

Vs
fG) = e wxg =

T
f(z)=c0=1
/s
Fe=eoe(-sinx) ; f'(3) =1+ (-1 =-1
f!"(x) = e®°¥ x (—sinx) * (— sinx) + e®¥ x (— cosx) = e°S* x sin? x — e°°5¥ x cos x
r(3)=1
2

fB®) = 0% & (—sinx) * sin?x + e°5* x 2 sinx * cos x
— (ecosx * (—sinx) * cosx + e“°$* x (—sin x))

fO(3)=-1+1=0

2

ecosxz1+(—1)*(x—%)+%*1*(x—%) +0

Przyktad:
Wyznacz wielomian Taylora 2-go stopniadia f(x) = V16 —x w x5 =0

a nastepnie oblicz (korzystajac z tego co sie wyliczyto) przyblizong wartosé f/ 15,9 .

f(x) =V16 —x = (16 — x)%

f(xo) = f(0) =2

1 3
frl)=7016-x)%«(-1)
File) =~ =~
Y 4 (WTe—x) R

1 3
@) = =7+ (=3)* @6 =07+ (-1)
3 3 3 3

4(m)7 4 % 27 4 %128 2048

1 1 3
4\/16—xz2+(—§)*(x—0)+—*——*(x—0)2
16 —x =159 = x =0,1

1 1 3
4 ~ _ o 2
w/15,9~2+< 32)>I<0,1+2>I<( 11)*0,1

Fx) = =
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POCHODNE FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH

Z=fg.y) 5
fx’=g ; fylzg
. _6°f . _ 8%
TSy Y = 5x8y
. _ 8, _&f
xy:w ) yy:5_yz

Rézniczka funkcji w punkcie x, dla jednej zmiennej:

df = f'*Ax ; A=x—x,

Rézniczka funkcji w punktach Xo, Yo dla dwdch zmiennych:

z=f(,y) w (x0,¥)
| rzedu:

df = fix(x0,¥0) * (x — x) + fy,(xo'yo)(y = ¥o)
Il rzedu:

d*f = fix (X6, ¥0) * (x — x0) + folglz(xo:J’o) * (X0, Y0) (¥ — ¥o) + fyljlz(xO'YO) * (y — ¥0)?

Przyblizenie za pomoca rézniczki pierwszego rzedu:

fQy) = f(xo,¥0) + i (X0, ¥0) * (x — x0) + f, (X0, ¥0) (Y — Yo)

Przyblizenie za pomocg rézniczki drugiego rzedu:

fO,y) = f(x0,¥0) + fx (X0, Y0) * (x — x0) + f, (X0, ¥0) (¥ — ¥o) +

1
+3 [fix (0, ¥0) * (x = x%0)? + 215, (X0, ¥0) * (%0, Y0) (¥ = ¥0) + fy (X0, ¥0) * (¥ — ¥0)?]

Zadanie:

Wykorzystujac rézniczke | i Il rzedu znajdz przyblizong wartosé (1,02)3 * (0,997)2.
x=102 ; y=20997

(x0,¥0) = (1,1)

fGo,y) =x3 * y?

Ax =x —x9 =10,02

Ay =y —y, =-0,003
f(1,1)=1

fi=y**3x* ; f(1,1)=3
fy=x*+2y ; f(1,1)=2

o =3y%*2x 5 fh(1,1) =6
foy=3x*%2y ; f5,(1,1) =6
ox =2y *3x* 5 fx(1L,1) =6
fyy = 2x3 %2 fyy(1,1) =2

Konczymy za pomocg rézniczki | rzedu:
(1,02)3 % (0,997)2 ~ 1 + 3% 002 + 2 * (—0,003)

2|Strona



AM (¢wiczenia)
8 grudnia 2013

Konczymy za pomoca rézniczki Il rzedu:
(1,02)% % (0,997)% ~

1
~1+3%002 +2 % (=0,003) +[6 +(0,02)* +2 6 % (0,02)  (~0,003) +2 x (~0,003)*]

Zadanie:
Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema funkcji:

4x
) = 5

1. Liczymy pochodng funkcji
Szukamyx, ; f'(x)=0
. Sprawdzamy czy w X, jest ekstremum
a) |sposéb — liczymy drugg pochodng "' (x)
b) Il sposdb —czy f'(x) zmienia znak w X,

D(f) =R

) 4% (x> +4)—4x*2x —4x*>+16

flx) = 2 2 = (x2 2
(x2 + 4) (x2+4)

—4x? +16

(x2+4)2

16 —4x>=0=>42-(2x)?=0=> 4+2x)(4—2x) =0
X1 =2 V x,=-2

(=0, —2) -2 (-2,2) 2 (2,+)

X
() - 2 + 2 "

fx) N min | 7 | max N

Minimum, gdy funkcja jest najpierw malejaca, a potem rosnaca.
Maximum gdy funkcja jest najpierw rosngca, a potem malejaca.

Zadanie:
Wyznacz przedziaty wypuktosci i punkty przegiecia dla funkgc;ji:

fG) =xxe

f'(x) >0 f(x) wypukia

f'(x) <0 f(x)wklesta

ffx)=1xe ¥ +x*xe ¥ *(-1)
f'(x)y=e™*(-1) — [(1 ket xxeFx (—1))]
fl(x)=—e*—e*+x*xe™*=—-2e*+xxe™™
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—2e 7 +xxe ™ =
e*(2+x)=0=>x=2

f"(x) = 0dlax = 2, to punkt przegiecia
f"(x) > 0dlax > 2,to funkcja wypukta
f"(x) < 0dlax < 2, to funkcja wklesta

Zadanie:

Wyznaczyé najmniejszg i najwigkszg wartosé f(x) = % + g w przedziale <1, 4>.

Etapy obliczania:
1. Szukamy ekstremoéw wewnatrz przedziatu.
2. Poroéwnujemy ekstremum wewnatrz przedziatu z warto$ciami na krancach.

D(f):x+0
=3, ]

f1e) = x2 3

3, 1_,_ 9t
x2 3 3x2
—9 + x? 0 x 32
—_— 3k

3x2 x

(x=3)x+3)=0
x1 = 3 \ xZ = _3
x,nie nalezy do przedziatu < 1,4 >

fB)=2

4
f@) = 3 najmniejsza
(4)_3+4_25 ek
f =2t3=3 najwieksza

ALGORYTM SZUKANIA EKSTREMOW LOKALNYCH DLA FUNKCJI DWOCH
ZMIENNYCH
z=f(xy)
Etapy obliczania:
1. Szukamy punktéw ,podejrzanych” w ktérych moga pojawic¢ sie ekstrema

=0
{;y, -0 (0, ¥0)

2. Sprawdzamy, czy w (xg, ¥o) jest ekstremum

¢ Z|=ad—bc

jesli W(xg,vo) > 0tow (xq,y,) jest ekstremum
jesli i (x0,vo) > 0 to minimum
; jesli fix (x0,¥o) < 0 to maximum
jesli W (x,,y,) < 0 to nie ma ekstremum (punkt siodtowy)
jesli W(x,,y,) < 0 to nie wiadomo i trzeba badac z definicji

n n
xx xy
rn rn

yx fyy
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f(x,y)maw (x4, y,) maksimum, jesli istnieje otoczenie u punktu w (xy, o),
tak} ze V(x,y)eu f(x' )’) < f(xo» 3’0)

Zadanie:

Zbadac¢ z definicji istnienie ekstremum dla f(x,y) = 3x° + 2y8
fl,y) =0

f(x,y) = 0 tylko dla (x,y) = (0,0)

V=00 f(x,y) >0

Odp.: W (0,0) jest minimum

Zadanie:
Znalez¢ najmniejsze i najwieksze wartosci funkcji z = f(x, y) = x? + y2 na zbiorze opisanym tak:
x| + [yl < 2

|a|={ adlaa=0
—adaa<0

1) x=20Ay=0
xX+y<2-oy<-—x+2
2) x=20Ay<O0
X—y<2-oy=>x-—-2
3) x<0Ay<O
—xX—y<2-oy=>2-x—2
49 x<O0Ay=0
—x+y<2-oy<x+2

v

1. Szukamy ekstreméw wewnatrz zbioru
fx = 2x

fy =2y
{2x=0—>x=0
2y=0-y=0
f(0,0)=0

2. Szukamy ekstreméw na brzegu

a) y=—x+2vVx€<02>
fl,—x+2)=x>+(—x+2)2=2x>—4x+ 4
Szukamy najmniejszej i najwiekszej wartosci 2x? — 4x + 4w < 0,2 >
=4x—-4=0-x=1-y=-1+2=1
fA=2; f(0,2)=4 ; f(20)=4

by y=x—-2vx€<02>
f,x—2)=x?2+(x+2)2=2x>—4x+ 4
Szukamy najmniejszej i najwiekszej wartosci 2x? — 4x + 4w < 0,2 >
=0-x=1-y=-142=1
f,-1)=2 ; f(0,-2)=4
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c) y=—x—-2Vx€e<-20>
fl,—x—2)=x*>+(—x—2)>=2x>+4x+ 4
fi=4x+4=0->x=-1->y=-1
f(=20=4; f(-1,-1)=2
y=x+2Vx€e<-20>

Zadanie:
Wyznaczyé ekstrema lokalne f(x,y) = e* = (x + y?)

1. Liczymy pochodne
fi=e**(x+y*)+e*x1
fy =e*x2y
e*x(x+y?)+e**x1=0
e*x2y=0(e*>0)->y=0

2. Liczymy drugie pochodne
=€ x(x+y?)+ex1+e¥ =e"x(x+y?)+2e"
fiy = €* x 2y
yx = e x 2y

fy = e x2

(=10 =etx(1+0)+et+et=¢"t
2y(=1,0) =0

1 (—1,0) = 0

fyy(=1,0) = 2e7t

-1
w=¢" 0 |=2e7>0

0 27!
7 (—1,0) =e™1 > 0 — jest to minimum

Zadanie:
Wyznaczyé ekstrema lokalne f(x,y) = x? + y3 — 6xy — 48y

1. Liczymy pochodne
fi =2x — 6y
fy =3y* —6x — 48
2x—6y =0
{3y2—6x—48=0
x =3y
{3y2 —18y—-48=0 /3
x =3y
{yZ —6y—16=0
y2—6y—16=0
A=36+64=100
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6—10

V1= 2 =-2 ->x;=3%(-2)=6
6+ 10

Y2 = 2 =8 - x2:3*8:24

(xllyl) = (_61 _2)
(x2,y2) = (24,8)

2. Liczymy drugie pochodne
= (2x—6y)y=2-0=2
fx’j’,=(2x—6y)3,=0—6=—6
y’,’c =By?—6x—48),=0-6=-6
fyy = (3y* — 6x —48);, =6y —0—0 = 6y

2 —6
vv._|_6 6y|_.12y-+(—36)

W(—6,—2) = —24 — 36 = —60 < 0 — nie ma ekstremum
W(24,8) =6 —36 = 60 > 0 - ekstremum

" o
x> 0 > minimum

Zadanie:
Wyznaczyé ekstrema lokalne f(x,y) = x3 + 3xy? — 51x + 24y

1. Liczymy pochodne
fi =3x%+3y?-51
fy = bxy — 24

3x2+3y2—-51=0

{6xy— 24=0 - /6
xy—4=0

{sz +3y2—-51=0

( 4
X =-
) y
3 16+32 51=0 /3
* — - = "
3*3z T3 /
( 4
X =-
) y

E+y2 —17 =0 *xy?
\y2

X ==
y

y*—17y2+16 =0
yi=t

4

y
t2—17t+16 =0
A =289 —64 =225

X =
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. _17-15 17+15
1= 2 - 4 2 2 -
ti1=y*=1->y;=1vVy,=-1
t,=y*=16->y, =4Vy,=—4
Xx1=4 ; x=—4 ; x3=1; x,=-1
2. Liczymy drugie pochodne
o = 3 % 2X
fey =3%2y
yx = 6y
Fy = 6x
_|6x  6y| 2 2
W = 6y 6x|_36x 36y

W(4,1) = 36 x 4> — 36 > 0 — ekstremum
(4,1) > 0 - jest minimum

W(—4,—1) =36 x (—4)?> — 36 * (—1)? > 0 - jest ekstremum

n(—4,—1) = =24 < 0 - jest maximum

W(1,4) = 36 x 12 — 36 * 42 < 0 - nie ma ekstremum, punkt siodtowy
W(-1,—4) =36 (—1)2 — 36 x (—4)? < 0 > nie ma ekstremum, punkt siodtowy
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