Matematyka dyskretna dla informatykéw (2)

1 Logika

1.1 Historia

Logika jest jedna z najstarszych nauk. Traktowana przez Grekow, jako podstawa wszel-
kich nauk — dostarczala przeciez jezyka do przeprowadzania poprawnych wywodow na-
ukowych — uzyskala swoja pierwsza formalizacje w postaci podanej przez Arystotelesa,
ktora z niewielkimi zmianami dotrwala do XX wieku w zasadzie w czystej formie.

Logika zajmuje sie formalizacja procesu wnioskowania. Przez okreslenie sztywnych
praw, ktore mozna stosowac¢ formuluje sie teorie logiczne stwierdzajace prawdziwos¢ pew-
nych faktéw w réznych dziedzinach. Musimy zdac sobie sprawe, ze w konkretnych zasto-
sowaniach zawsze mamy do czynienia z dwoma poziomami logicznymi: aparatem logiki
klasycznej, ktory umozliwia dokonywanie pewnych operacji na zdaniach upraszczajacych
rozumowanie oraz z opisem swiata, ktory chcemy zbadac i najczesciej ta czes¢ dodana do
logiki klasycznej tworzy konkretna teorie.

Tematem tego wykladu bedzie przedstawienie klasycznego rachunku zdan, czyli wspol-
nego fragmentu wszelkich teorii.

1.2 Logika w informatyce
1.2.1 Poprawnos¢ programow

Logika zawsze odgrywala duza role w informatyce, a ostatnio jej rola wzrasta. Wzrost
znaczenia logiki wigze sie przede wszystkim z potrzeba zapewnienia poprawnosci oprogra-
mowania. Ogromna rola, jaka programy komputerowe pelnig w naszym zyciu, z jednocze-
snym powszechnym przekonaniem o ich wysokiej zawodnosci powoduja, ze informatycy
staraja sie uzasadni¢ poprawnos¢ swoich wyrobéw metodami formalnymi, co najczesciej
sprowadza sie do wyboru logiki, jako podstawowego narzedzia.

1.2.2 Sztuczna inteligencja

Naturalnym zastosowaniem logiki jest sztuczna inteligencja — dzial informatyki zajmuja-
cy sie probg odtworzenia schematéw myslenia, ktorymi kieruje sie ludzki mézg. Zalozenie,
ze mozg dziala zgodnie z prawami logiki powoduje, ze szuka sie formalizméw logicznych
odzwierciedlajacych procedy kojarzenia i wnioskowania.

1.2.3 Bazy danych

Naturalnym jezykiem specyfikacji zadan w bazach danych jest jezyk logiki. Zapytania
formutuje sie w formie zdan logicznych, ktérych spelnienia oczekujemy od interesujacych
nas obiektow.



1.2.4 Jezyki funkcyjne i programowanie w logice

Poza paradygmatem imperatywnym istnieja dwa popularne paradygmaty programowania
oparte na logice. Pierwszy z nich, to paradygmat programowania funkcyjnego, stworzony
przez wybitnego logika Johna McCarthy’ego i zrealizowany najpierw pod koniec lat 50-
tych w postaci jezyka LISP, a pozniej w wersjach nieco bardziej nowoczesnych jezykow
takich jak Linda, Scheme, ML, EML, Hope. W programowaniu funkcyjnym definiuje sie
funkcje, ktérych zastosowanie do konkretnych wartosci daje efekt w postaci pozadanego
obliczenia. Napisanie programu sprowadza sie do zdefiniowania odpowiedniej funkc;ji.
Argumentami funkcji moga by¢ inne rozmaite zlozone obiekty, w szczegdélnosci inne funk-
cje, w tym takze funkcja aktualnie definiowana (rekurencja). Operowanie na funkcjach
wymaga wzniesienia sie na nieco wyzszy poziom abstrakeji i przyzwyczajenia sie do nie-
standardowej notacji rachunku lambda wymyslonej w latach 30-tych przez innego logika
— Alonso Churcha.

Programowanie w logice, to zupelnie inny paradygmat. Napisanie programu w lo-
gice polega na zdefiniowaniu pewnego Swiata obiektéw 1 zaleznosci miedzy nimi. W
szczegdlnosci definiuje sie reguly wnioskowania pozwalajace preprowadzi¢ rozumowanie
o tym konkretnym swiecie. Reguly te podaje sie w postaci szczegdlnego typu formut
zdaniowych zwanych klauzulami Horna. Po zdefiniowaniu swiata napisanie programu
sprowadza sie do napisania odpowiedniego stwierdzenia w postaci zdania logicznego (za-
zwyczaj to stwierdzenie jest negacja interesujacej nas wlasnosci). Wykonanie programu
polega na podjeciu proby udowodnienia prawdziwosci tego zdania. W trakcie dowodze-
nia program probuje dopasowa¢ elementy wystepujace w tym zdaniu do wiedzy, ktéra
zadana jest przez opis swiata. Jezeli twierdzenie okaze sie nieprawdziwe, to program
stwierdzi istnienie kontrprzykladu na prawdziwosc tego twierdzenia i kontrprzyklad ten
bedzie stanowil wynik obliczeri naszego programu (ze wzgledu na poprzednie zanegowanie
bedzie on pozytywnym przykladem interesujacego nas rozwiazania). Programowanie w
logice zostalo zrealizowane w koncu lat 70-tych w postaci jezyka Prolog i do dzis rosnie
popularnosé¢ tego narzedzia.

Oba te paradygmaty znajduja duze zastosowanie w sztucznej inteligencji.

1.3 Zdania

Ciekawa dyskusje na temat tego, co zdaniem jest a co nie mozna przeczyta¢ w podreczniku
,,Matematyka dyskretna” Rossa i Wrighta. Na nasz uzytek przyjmijmy, ze zdaniem jest
stwierdzenie, o ktorym mozna powiedzie¢, czy ma wartos¢ prawda, czy falsz. Zdania
proste mozna laczyé w zdania zlozone za pomocy spéjnikéw logicznych. Sposrod wielu
roznych spojnikéw najpopularniejszymi sa —, A, V, —, <> oznaczajace kolejno negacje,
koniunkcje, alternatywe, implikacje i rownowaznos¢é. Aby prowadzi¢ wnioskowanie na
metapoziomie wprowadzimy zmienne zdaniowe, oznaczane literami p, g, 7, ..., ktore beda
oznaczaly dowolne zdania. Uwaga: na tym metapoziomie tez uzywamy intuicyjnego
jezyka logiki. Zeby nie wprowadzaé niejasnosci bedziemy wyraznie rozrézniali symbole
metajezyka 1 jezyka. Na poziomie metajezyka bedziemy uzywali stow jezyka polskiego
,,nie, 1, lub” na oznaczenie zwiazkow pomiedzy stwierdzeniami o zdaniach, jak réwniez
— ze wzgledu na krotkosé zapisu — bedziemy uzywac symboli =, < na oznaczenie od-
powiednio wynikania, ktore zawsze zachodzi oraz rownowaznosci zawsze prawdziwej. Ta
druga zaleznoc okresla semantyczna rownowaznos¢ dwoch zapiséw. Oznacza ona, ze ta-



kie dwa napisy zawsze maja te sama wartosc logiczna. W odréznieniu od zapisu p < ¢,
ktore oznacza zdanie p jest rownowazine ¢, ktore to zdanie zbudowane z dwdch czesci p
1 g polaczonych spéjnikiem <+, moze by¢ prawdziwe, a moze by¢ falszywe, w zaleznosci
od tego czym jest p, a czym jest ¢, zapis p < ¢ oznacza stwierdzenie na metapoziomie,
ze zdania p oraz ¢ sa zawsze réwnowazne. Czesto w tej formie wyraza sie tautologie,
czyli zdania zawsze prawdziwe (w ogdlnym przypadku niekoniecznie musza mieé one
postaé¢ rownowaznosci). Symbole = i < nie sg zatem spdjnikami zdaniotwérczymi na
poziomie jezyka logiki i nie tworza nowego zdania poprzez odpowiednie potaczenie obu
stron. Nalezy je traktowac jako stwierdzenia o wzajemnej zaleznosci formutl zdaniowych
wystepujacych po obu stronach.

Przyzwyczajmy sie do mysli, ze nie ma jednej logiki. Rozne logiki tworzy sie po to,
zeby opisywac konkretne swiaty. Swiat liczb naturalnych, swiat liczb rzeczywistych, Swiat
obiektéow w pewnej bazie danych, swiat obiektow pewnej rzeczywistosci wirtualnej, swiat
norm prawnych obowiazujacych w danym panstwie, Swiat wartosciowan zmiennych w
trakcie wykonywania programu komputerowego, swiat stanu urzadzen w trakcie dzialania
systemu operacyjnego sg typowymi przykladami stosowania konkretnych logik, z ktérych
kazda odwoluje sie do konkretnych wlasnosci charakterystycznych dla danej dziedziny.
Niektore zapisy moga by¢ zdaniami prawdziwymi w jedny modelu, falszywymi w drugim,
a w ogole moga nie by¢ zdaniami w trzecim. Na przyklad formula zdaniowa ¢ < b —
a® < b* jest zawsze prawdziwa w modelu liczb naturalnych, czasami prawdziwa a czasami
falszywa — w zaleznosci od tego czym sa @ 1 b w modelu liczb rzeczywistych i w koncu
zapisem nie dajacym sie w ogéle zinterpretowac¢ w Swiecie norm prawnych.

Postaramy sie natomiast podac¢ zestaw praw obowiazujacych w kazdej interesujacej
nas logice.

Wprowadzmy nastepujaca terminologie:

o Zdanie atomowe, to jest zapis, ktory w danej dziedzinie ma wartos¢ prawda lub
falsz. 7Zdaniem atomowym sg zawsze dwie stale true i false, ktorych wartosci
niezaleznie od kontekstu sa zawsze rowne odpowiednio prawda i falsz. Przyklady
zdan atomowych, to:

— Teraz pada deszcz.

- 243=5
—1+41=0
— x>0

o Zdanie jest to wyrazenie zlozone ze zdan atomowych potaczonych spéjnikami lo-
gicznymi. Przyktady zdan, to:

— Jezeli teraz pada deszcz, to ulica jest mokra.
- 243=5&3+2=5

- 14+41=0—=(1*x1=1A1-1=0)
—x>0s2*>0



o Formula zdaniowa jest to zdanie, zmienna zdaniowa lub napis zlozony ze zdan i
zmiennych zdaniowych polaczonych spéjnikami logicznymi. Wartos¢ formuly zda-
niowej moze zaleze¢ od interpretacji zmiennych zdaniowych, czyli od tego, czy kon-
kretne zmienne beda reprezentowaly zdania prawdziwe, czy falszywe. Przyklady

formut to:
—pAg—=pVyg
— x>0
—14+1=0

Zwrocmy uwage na to, ze zdania i formuly zdaniowe sa napisami. Ich wartosé naj-
czescie] zalezy od interpretacji w konkretnej dziedzinie. Interpretacja taka polega na
wyjasnieniu, co konkretnie oznaczaja wszystkie ogdlnie zapisane symbole i jak wartosciowane
sa zmienne. Wartosciowanie zmiennych logicznych, to przypisanie kazdej zmiennej w for-
mule jednej z dwoch wartosci: true lub false. W formulach bardzo czesto wystepuja
tez termy, czyli napisy, ktore oznaczaja pewne wyrazenia interpretowane w okreslone;j
dziedzinie.

1.4 Rachunek zdan

Okreslimy teraz wartosci spojnikéw logicznych. Jednoargumentowy operator —, zwany
negacjq neguje wartosc: z prawdy robi falsz, a z falszu — prawde. Zatem —p = true gdy
p = false oraz —p = false, gdy p = true.

Dwuargumentowy operator V, zwany alternatywa, przyjmuje wartos¢ falsewtedy 1
tylko wtedy, gdy oba jego argumenty sa falszywe, a w pozostalych przypadkach przyjmuje
wartosc true. Zatem pVq = false wtedy 1 tylko wtedy gdy p = false i g = false, a gdy cho¢
jeden z argumentow jest prawdziwy, wowczas ich alternatywa jest prawdziwa. Nalezy
uwazac, aby zwyklej alternatywy nie myli¢ z alternatywa wylaczajaca, ktéra wartosc
trueprzyjmuje tylko wtedy, gdy doktadnie jeden argument przyjmuje wartos¢ true. Taka
alternatywa nazywana jest albo i oznaczana symbolem xor. Trzeba uwazac¢, bo w jezyku
potocznym czesto te dwie alternatywy s mylone. Jezeli ojciec méwi synowi ,,P6jdz do
kina albo zapros dziewczyne na kolacje”, a syn robi jedno i drugie, to nie do konca jest
jasne, czy postapil zgodnie z jego wola. Czasami dla podkreslenia uzycia zwyklej al-
ternatywy lub uzywa sie w jezyku potocznym osobnego omowienia przypadku, gdy oba
argumenty sa prawdziwe, na przyklad méwi sie: ,.Bede zadowolona, jesli skosisz trawnik
lub jesli zrobisz obiad, albo i jedno i drugie”. To ostatnie ,,jedno i drugie” z formal-
nego punktu widzenia nie jest konieczne: pierwsze ,,lub” zawiera w sobie informacje, ze
spelnienie obu zyczen spowoduje stan zadowolenia u rozmowcy.

Koniunkcje oznaczang przez A definiujemy jako operator przyjmujacy wartos¢ truewtedy
i tylko wtedy gdy oba argumenty maja wartos¢ true. Zatem p A g = true wtedy i
tylko wtedy gdy p = true i ¢ = true. Mozemy tez wydefiniowac operator A uzywajac
operatoréw — i V w nastep[ujacy sposéb: p A g wtedy i tylko wtedy gdy —(=p V —q).

Najwieksze klopoty sprawia implikacja, ktérej zrozumienie czasami budzi sprzeciw.
Operator p — ¢q przyjmuje wartos¢ falsewtedy i tylko wtedy gdy p jest zdaniem prawdzi-
wym, a ¢ falszywym. We wszystkich pozostalych przypadkach implikacja jest prawdziwa.
Znowu formalnie mozna wyrazi¢ implikacje za pomoca dwéch pierwszych operatoréw:



p — q wtedy 1 tylko wtedy gdy —pV ¢. Implikacje p — ¢ czytamy ,.jezeli p to ¢”. Zdanie
p nazywamy wtedy poprzednikiem implikacji (lub przestanka), a ¢ — jej nastepnikiem
(lub wnioskiem). Watpliwosci budzi sytuacja, gdy wartoscia zdania p jest false. Czy
jestesmy sklonni bez zastrzezen przyjac, ze zdanie Jezeli Biegun Polnocny znajduje sie w
Polsce, to naturalnym srodowiskiem dla fok jest wnetrze krateru czynnego wulkanu? 7Zgo-
dnie z nasza definicja takie zdanie uznajemy za prawdziwe. Albo zdanie Jezeli Biegun
Polnoceny znajduge sie w Polsce, to stolica Polski jest Warszawa. Niby wszystko jest w
porzadku: stolica Polski jest faktycznie Warszawa, tylko czy ma to wynika¢ z tego, ze w
Polsce jest Biegun Pélnocny?

Ot6z nie ma to wynikac, cho¢ oba przytoczone wyzej zdania uznajemy za prawdziwe.
Przyjmijmy, ze zwiazek miedzy poprzednikiem, a nastepnikiem implikacji jest czysto for-
malny i nie wyraza zadne] zaleznosci ani bezposredniego wplywu miedzy przestanka, a
wnioskiem. Gwarantuje nam tylko tyle, ze w przypadku prawdziwosci przestanki wnio-
sek musi by¢ tez prawdziwy, natomiast gdy prestanka jest falszywa, wowczas niczego o
prawdziwosci wniosku nie wiemy. Ograniczenie implikacji do takich, w ktorych istnieje
rzeczywisty zwigzek miedzy przeslanka, a wnioskiem, doprowadzilo do powstania dziatu
logiki zwanego logika modalna, a prace w tej dziedzinie maja donioste znaczenie dla
informatyki. Pozostawiamy ten temat jednak z boku naszych rozwazan.

Kolejnym operatorem jest rownowaznosé, ktéra mozemy interpretowaé jako zwykla
rownos¢ wartosci logicznych. Zdanie p <+ ¢ jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy albo
p 1 q s jednoczesnie prawdziwe, albo sa jednoczesnie falszywe. Zachodzi zatem p < ¢
wtedy 1 tylko wtedy gdy p — g oraz ¢ — p.

1.5 Uzyteczne tozsamosci logiczne rachunku zdan

Jedna z najczesciej stosowanych tozsamosci logicznych jest tozsamosé

(p—q) & (mg— —p)

Jest ona podstawg dowodow nie wprost. Jezeli naszym celem jest pokazanie, ze z p
wynika ¢, rownie dobrze mozemy pokazac, ze z —q wynika —p.
Czesto stosowanym sylogizmem logicznym jest wynikanie

(p—= @) AN(~q) = —p

Zauwazmy, ze wypowiadane przez nas zdania w mowie potocznej czesto poprzedzamy jak
gdyby ukryta klauzula ich prawdziwosci. Na przykltad méwiac ,,Jesli zdasz ten egzamin
to mi tu kaktus na rece wyrosnie” mamy na mysli po pierwsze, ze to wypowiedziane
zdanie jest zdaniem prawdziwym (p to ,,zdasz ten egzamin”, ¢, to ,,mi tu kaktus na rece
wyrosnie”), czyli prawdziwe jest zdanie p — ¢. Po drugie oglaszajac jednoczesnie, ze w
nastepniku implikacji jest oczywisty absurd (—q jest przeciez ewidentna prawda) poparty
precyzyjnym wskazaniem gdzie ten kaktus ma wyrosna¢, chcemy w ten zawoalowany nieco
sposéb wyrazi¢ swoja opinie, ze zdanie egzaminu jest poza zasiegiem naszego rozmowcy
(=p)-

Ta zgrabna figura retoryczna ma wiele wariantow. Jako ¢ mozemy podstawic¢ rozmaite
smakowite zdania typu

e ja jestem biskupem



e ja jestem chinski uczony
e niech mnie szlag trafi (dunder swisnie, etc.)

przy czym trzeci z przykladow niewatpliwie na miano zdania nie zastuguje, cho¢ doskonale
pelni tu swoja role.

Przyjrzyjmy sie teraz podstawowym tozsamosciom, ktére dotycza zdan logicznych.
Zauwazymy przy okazji, jak duzy zwiazek maja one z tozsamosciami znanymi z teorii
zbioréw.

Zachodza nastepujace réwnosci:

(pVag)Vr=pV(gVr) lacznos¢ alternatywy

pV p=p idempotentnosc alternatywy
p A p=p idempotentnos¢ koniunkcji
—(—=p) =p prawo podwdjnej negacji
(pAg)Ar=pA(gAr) lacznosé koniunkcji
pVqg=qVp przemiennos¢ alternatywy
p/ANqg=qAp przemiennos¢ koniunkcji
(pAg)Vr=(pAr)V(gAr) rozdzielnos¢ alternatywy wzgledem koniunkcji
(pVag)Ar=(pVr)A(gVr) rozdzielnosé¢ koniunkcji wzgledem alternatywy
—(pV q) =(—p) A (—q) prawo negacji alternatywy
—(pANqg)=(—p)V (—q) prawo negacji koniunkcji

Dwa ostatnie prawa nazywaja sie tez prawami de Morgana.

pV false =p

pV true = true
p A false = false
pAtrue=p

Cztery ostatnie prawa nazywane sg prawami identycznosci.

Zauwazmy, ze wszystkie te prawa maja swoje odpowiedniki w teorii zbiorow. Suma
teoriozbiorowa odpowiada alternatywie, iloczyn teoriozbiorowy — koniunkeji, dopelienie
— negacji, zbior pusty zdaniu false, cala przestrzen U — zdaniu true.

W istocie ten zwiazek miedzy Swiatem logiki, a teorig zbioréw jest bardzo gleboki.
Czasami, zeby wyrazi¢ wszystko w jezyku teorii zbiorow, pewne wlasnosci, ktore wyrazaja
sie za pomoca formul logicznych, interpretuje sie jako zbiory tych obiektéw, ktore te
wlasnosci spelniaja. Na przykiad zamiast formuly zdaniowej ,,n jest liczbag parzysta”
rozwaza sie zbior liczb parzystych.

Zauwazmy tez, ze istnieje zwiazek miedzy zawieraniem sie zbioréw w teorii zbioréw, a
implikacja w logice. Spdjrzmy sie na formuly logiczne zawierajace zmienna = intepretowana



w pewnej dziedzinie, jak na definicje pewnych podzbiorow rozwazanej dziedziny. Zo-
baczymy wtedy, ze ilekro¢ zachodza implikacje miedzy formutami, to zbiory, ktére te
formuly opisuja zawieraja sie jeden w drugim. Na przyklad jesli rozwazymy formuly
o(x) = xjest podzielne przez2 oraz ¢(x) = xjest podzielne przezd, to pierwsza formula
definiuje nam zbiér liczb parzystych, zas druga — zbior liczb podzielnych przez 4. Rzecz
jasna dla kazdego x zachodzi ¢(x) — ¢(x): jezeli liczba jest podzielna przez 4, to jest
parzysta. Jednoczesnie {x € IN : o(x)} C {x € IN : ¢(x)}. Faktycznie zbior liczb
podzielnych przez 4 zawiera sie w zbiorze liczb parzystych. Jest to szczegdlny przypadek
prawa

(p(z) = d(x))=({r € X :p(r)} S {r e X: ¢(z)})

Zawieranie sie zbiorow tworzy pewna hierarchie. Formuly, ktére odpowiadaja, coraz
to zawezajacym sie zbiorom tworza lancuch implikacji. Zauwazmy, ze jesli mamy do
czynienia implikacja zawsze prawdziwa, to formula, ktora wystepuje w poprzedniku im-
plikacji jest mocniejsza, niz ta, ktora wystepuje w jej nastepniku. Stwierdzenie, ze x
jest podzielne przez 4 jest mocniejsze, niz stwierdzenie, ze = jest podzielne przez 2. Im
zbior definiowany przez formule jest mniejszy, tym formula jest mocniejsza. Najmocniej-
szym stwierdzeniem jest zatem formula odpowiadajaca zbiorowi pustemu, czyli false, a
najstabszym — formula odpowiadajaca calej przestrzeni, czyli true. Jezeli potraktujemy
logike jako jezyk umozliwiajacy definiowanie pojec, to zdania zawsze prawdziwe nic nie
moéwia nam o swiecie. Niosa zero informacji. Z punktu widzenia okreslenia interesujace;j
nas wlasnosci nie przedstawiaja zadnego znaczenia — ot takie maslo maslane. Spelnione
sa wszedzie, wiec nie wyrézniaja zadnego zbioru.

Uogélnieniem praw rzadzacych zbiorami i zdaniami jest algebra Boole’a — struktura
algebraiczna (czyli zbiér z okreslonymi dzialaniami spelniajacymi zadane prawa) zdefi-
niowana na poziomie abstrakcyjnym, ktérej modelami sa w szczegdlnosci zaréwno zdania
logiczne, jak i podzbiory dowolnego zbioru.

1.6 Kwantyfikatory

Gdy chcemy wypowiada¢ pewne zdania o interesujacej nas dziedzinie, czesto bardzo
uzyteczne sa kwantyfikatory. Najbardziej klasyczne z nich, to kwantyfikator ogolny ,,dla
kazdego”, oznaczany symbolem VY oraz kwantyfikator szezegolowy ,,istnieje”, oznaczany
symbolem 3 (odwrécone A bierze sie z angielskiego stowa All — wszystkie, a odwrécone
E — z Exists — istnieje). Za ich pomoca mozemy z formuly zdaniowej, ktérej wartosé
zalezy od interpretacji zmiennych utworzy¢ zdanie prawdziwe badz falszywe. Na przyklad
2 > 0 interpretowana w zbiorze liczb rzeczywistych moze staé sie
zdaniem prawdziwym lub falszywym, w zaleznosci od wartosci zmiennej x. Predykaty

formula zdaniowa =z

Vo € R:2? > 0oraz 3z € R : 22 > 0 sg juz zdaniami: pierwsze z nich jest falszywe, a
drugie — prawdziwe.

Kwantyfikatorow poprzedzajacych formule moze by¢ wiecej. Kazdy z nich musi sie
odnosi¢ do innej zmiennej. Formula zdaniowa = > y ma jakby 2 stopnie swobody:
wystepuja w niej dwie zmienne wolne, czyli takie, ktére nie sa zwigzane zadnym kwan-
tyfikatorem. Zgodnie z tym, co powiedzielismy poprzednio, moze ona stuzyc do definio-
wania pewnego zbioru (w tym przypadku tych par (z,y), w ktérych = < y). Jezeli ja
jednak poprzedzimy kwantyfikatorem na przyklad dx € R_, to wartos¢ tego predykatu
bedzie zalezala jedynie od wartoSciowania zmiennej y. Dla dodatnich wartosci y bedzie



to zdanie prawdziwe, a dla nieujemnych — falszywe. Dodanie dodatkowego kwantyfika-
tora wiazacego zmienna y usunie ostatni stopien swobody i uczyniz predykatu zdanie.
Zauwazmy, ze kolejnos¢ kwantyfikowania moze by¢ istotna. Zdanie Vy € R : dz € R_ :
r < y jest zdaniem prawdziwym, podczas gdy zdanie dx € R_ : Vy € R : © < y jest
zdaniem falszywym.

Kolejnos¢ podawania kwantyfikatoréw nie wplywa na wartos¢ zdania, gdy kwanty-
fikatory te sa jednego typu i stoja obok siebie. Zachodzi zatem Vr € X : Vy € Y
olr,y)eVy € Y : Va € X @ p(x,y) dla kazdej formuly zdaniowej ¢(x,y). Analogiczna
przemiennosc¢ kwantyfikatoréw dotyczy kwantyfikatora .

Zauwazmy, ze w mowie potocznej czesto brak kwantyfikatora utozsamiany jest z do-
mniemanym kwantyfikatorem ogélnym. Na przyktad, gdy ktos mowi ,,Ludzie sa ghupi”,
to tak naprawde znaczy, ze ,, Wszyscy ludzie sa ghupi” (albo przynajmniej wszyscy, o
ktérych sie méwi), a nie ze istniejq ghupi ludzie.

Jezeli kwantyfikator ogdlny zaweza dziedzine okreslonosci zmiennej, ktéra w nim
wystepuje, to dziala on na zasadzie implikacji. Zalézmy, ze U jest przestrzenia okreslonosci
zmiennej x, zas A jest pewnym podzbiore tej przestrzeni. Piszac Vo € A : ¢(x) czytamy:
dla kazdego x ze zbioru A zachodzi ¢(x), a wartos¢ tego zdania jest identyczna z wartoscia
zdania Vo € U : « € A — ¢(x). 7 przyjecia te] konwencji wynika pewien wazny fakt,
ktory bedzie mial zastosowanie w dowodach poprawnosci programow. Zdanie

Ve eld: ¢(x)

ma warto$¢ prawda, niezaleznie od postaci formuly ¢(x). Rozwiniecie tego zdania do
postaci implikacyjnej uswiadomi nam, ze poprzednik implikacji jest falszywy.
Kwantyfikatory ogdlny i szczegdlowy sg powigzane ze sobg nastepujacymi zaleznosciami:

Ve e X : ¢(x)e—-dx € X : —phi(x)

oraz

dz € X : ¢(x)e-Vr e X : —phi(z),

co w skrocie latwo zapamietac jako napisy V = -3 oraz 4 = -V—.
Wazne sg tez prawa negacji kwantyfikatorow:

Ve e X p(a)ede € X —d(x)

oraz

—dr € X :¢p(x) & Ve e X =¢(x),

1.7 Dowody

Pojecie dowodu jest w matematyce znane od dawna. Formalizacja tego pojecia jest
dzielem matematykéw XX-wiecznych. Dowody starozytnych opieraly sie na zdrowym
rozsadku i1 tak naprawde byly przeprowadzane w dziedzinie semantycznej. Do przepro-
wadzenia dowodu byta konieczna znajomosc dziedziny, ktorej ten dowod dotyczyl.
Wspolczesne spojrzenie na dowod matematyczny jest nieco inne. Zakladamy, ze z gory
mamy dany zestaw zdan prawdziwych opisujacych interesujacy nas $wiat, a zwanych
aksjomatami oraz zestaw regul dowodzenia, czyli regul, ktore méwia, jak do zadanego



zbioru zdan dolaczy¢ kolejne. Aksjomaty lacznie ze wszystkimi zdaniami, ktore da sie
otrzymac przez stosowanie regul wnioskowania tworza zbior zdan zwany teoriq.

Zauwazmy, ze dowdd jest pojeciem syntaktycznym: stosujemy operacje na napisach i
formalnie przeprowadzenie dowodu oznacza doprowadzenie zbioru zdan udowodnionych
do takiej postaci, zeby znalazlo sie w nim interesujace nas zdanie. W jakiej kolejnosci
stosowac reguly wnioskowania, aby dowod byl mozliwie krotki, na ogoél nie wiadomo:
czesto po latach odkrywa sie znacznie prostsze (krétsze) dowody pewnych faktow.

Poczatkowy zestaw aksjomatow zazwyczaj opisuje nam dziedzine, w ktorej prowa-
dzimy dowod. Powinien byc on niesprzeczny, czyli taki, aby nie dalo sie z niego wywies¢
falszu oraz pelny, czyli taki, zeby kazde zdanie prawdziwe dawalo sie dowies¢. Szczegdlnie
to drugie zadanie jest trudne do spelnienia. Zazwycza] sprowadza sie do tego, zeby
w skonczony sposob przedstawi¢ istote badanego modelu tak, aby nic co nie wynika z
przyjetych zalozen nie umknelo naszej uwadze, czyli wszystko, co wynika z przyjetych
zalozen (aksjomatéw) dawalo sie dowies¢ w ramach badanej teorii.

Euklides z przyjetych dwunastu aksjomatéw wyprowadzil wszystkie znane starozytnym
twierdzenia geometrii, a metoda jego postepowania cho¢ nie byta dowodzeniem w scistym
sensie, byla na tyle blisko scislosci, ze luk w jego rozumowaniu nie zauwazono.

Zmiana jednego z aksjomatéw (stynnego 5. postulatu gloszacego, ze przez punkt
nie lezacy na prostej mozna przeprowadzi¢ dokladnie jedna prosta réwnolegla do niej)
doprowadzita do powstania innych teorii geometrycznych: geometrii nieeuklidesowych
Lobaczewskiego i Riemanna. Okazuje sie, ze dla potrzeb teorii wzglednosci geometria
Riemanna jest znacznie lepszym modelem rzeczywistosci, niz geometria euklidesowa.

Wielki matematyk niemiecki, Dawid Hilbert, na przelomie XIX i XX wieku opracowal
uklad 10 aksjomatéw, réwnowazny uktadowi Euklidesa oraz pokazal jego pelnosc. Jednoczesnie
wytrwale poszukiwal niesprzecznego i pelnego ukladu aksjomatow pozwalajacego opisac
arytmetyke liczb naturalnych, czyli takiego, ze dawaloby sie wywies¢ z niego dowolne zda-
nie prawdziwe o liczbach naturalnych. W 1930 roku swiat obieglo sensacyjne odkrycie
austriackiego matematyka Kurta Goedla, ktéry pokazal, ze takiego ukladu nie ma. Wynik
ten uwazany jest przez niektérych za najwieksze twierdzenie w historii matematyki.

Dowdd jest ciagiem kolejnych zdan juz udowodnionych, ktory zaczyna sie od pewnego
zdania zwanego aksjomatem i przyjetego a priori jako prawdziwe. Kolejne zdania uzy-
skujemy przez wykorzystanie ktéregos z aksjomatow lub ktérejs z regul dowodzenia, w
ktorej w miejsce zmiennych zdaniowych wstawiono zdania juz udowodnione.

1.8 Logika, a C

W jezyku C wyrazenia logiczne nie réznia sie od innych wyrazeri (np. arytmetycznych).
Przy wyliczaniu wartosci wyrazenia bierze sie pod uwage tylko pierwszy bajt wyniku i
sprawdza sie, czy jego wartos¢ wynosi zero. Jeli tak, to wartoscia wyrazenia jest false,
ajesli nie, to dla dowolnej niezerowej wartosci wartoscia wyrazenia jest true.

Wyrazenia arytmetyczne mozna laczy¢ za pomoca nastepujacych spojnikow: ==, 1= ,< <= ,>,>=
(odpowiednio: réwnos¢, réznosé, mniejszosé, mniejszosc¢ lub réwnosé, wiekszosé, wiekszosé
lub réwnosé) tworzac z nich wyrazenia logiczne. Natomiast spojniki logiczne, to:

e ! czyli negacja (np. !(x>y) oznacza nieprawda ze x jest wieksze od y, co inaczej
mozna rownowaznie zapisa¢ x<=y.



e ||, czyli alternatywa (np. (x>y) || (y>z).

o &&, czyli koniunkcja (np. (x>y) && (y>z).

Bardzo wazna cechg C jest leniwe wyliczanie warunkéw logicznych, ktére polega na
ty, ze w przypadku alternatywy wartosci sktadnikéow wylicza sie od lewej do prawej i w
pierwszym momencie, w ktérym uzyska sie wartos¢ true, przerywa sie dalsze wyliczanie
wychodzac z zalozenia, ze wynik i tak bedzie prawda. Podobnie w przypadku koniunkcji
przerywa sie wyliczanie w przypadku pierwszego od lewej napotkania wartosci false wsrod
czynnikéw koniunkcji.

Paradoksalnie zmienia to zasadniczo prawa logiki. Okazuje sie bowiem, ze logika
uzywana w jezykach programowania jest co najmniej trojwartosciowa: poza wartosciami
true 1 false istnieje jeszcze mozliwosé nieokreslenia wartosci w przypadku, gdyby wartos¢
wyrazenia nie dala sie policzyc.

Zilustruymy to na przykladzie. Rozwazmy dwie instrukcje warunkowe: if ((x>0)
&&(y/x>1)){[}oraz if ((y/x>1) &&(x>0)) {[}, gdzie [ jest pewna instrukcja. Pierw-
sza 7 tych konstrukeji jest bezpieczna i nigdy nie spowoduje przerwania programu: do
sprawdzenia, a wiec wyliczenia, warunku x/y>1 dojdzie tylko gdy x>0. Gdyby x byto
mniejsze lub réwne zero, woéwczas wartoscia pierwszego z czynnikéw koniunkeji byloby
false 1 nie doszloby do wyliczenia niebezpiecznego dzielenia y/x. W drugim przypadku
najpierw zostanie sprawdzony warunek y/x>1, co dla + = 0 spowoduje blad dzielenia
przez zero 1 przerwanie programu.

Zatem w C przy leniwym wyliczaniu wartosci logicznych nie zachodzi
prawo przemiennosci alternatywy ani koniunkcji.

W innych jezykach programowania jest roznie. Najczescie] programista moze wybrac
sobie opcje zgodnie z ktora nastepuje wyliczanie leniwe badz pelne wartosci wyrazen
logicznych. Tak jest w szczegdlnosci w realizacjach Pascala firmy Borland.

1.9 Zadania

1. Czy jesli w instrukcjach ilustrujacych nieprzemiennos¢ koniunkeji w C zamienimy
koniunkcje na implikacje, to ktorakolwiek z nich bedzie bezpieczna?

2. Zad 1,2,3,4,5/98,12,14/99,19/100,6,7,8,9/132, 1,2/796, 3,4,7,8/797, 13-17/789 z Ma-
tematyki dyskretnej Rossa, Wrighta.
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