Matematyka dyskretna dla informatykow. Wyklad 1

1 Teoria zbiorow

1.1 Pojecie zbioru

Pojecie zbioru jest na pozér bardzo intuicyjne. O zbiorach ucza sie dzieci juz w pierw-
szej klasie szkoly podstawowej. Jest ono tak zakorzenione w czasie przerabiania calego
programu szkolnego matematyki, ze nie zauwaza sie niebezpieczenstw zwiazanych z jego
stosowaniem. Po raz pierwszy na klopoty zwiazane z dowolnoscia okreslenia zbioru zwrécit
uwage w polowie XIX wieku Bolzano, a rozwinat badania nad zbiorami wybitny matema-
tyk niemiecki Georg Cantor pod koniec XIX wieku. Jego odkrycia byly tak niespodzie-
wane, ze wywolaly gwaltowna reakcje niektorych jego kolegéw, posuwajaca sie niekiedy
do odsadzania od czci i wiary tworce teorii zbiorow.

Podstawowa, obserwacja Cantora bylo to, ze nie kazdy zbior, ktory jestesmy w stanie
,,okreslic” istnieje. Niektore konstrukcje myslowe bowiem prowadza do sprzecznosci i
sprawiaja, ze to, co nam sie zdawalo poprawnym okresleniem zbioru, nie jest w ogole
definicja zadnego obiektu.

Nie ma problemoéw, dopdki uzywamy zbioréw skonczonych, czyli takich, ktorych ele-
menty mozna podaé przez wyliczenie w skonczonym czasie. Przyklady takich zbiorow, to
{1,35 {1}, {{1, 3}, 1}, {{1, 3}, {1} H{{{1, 3}, {1} }}. Nazwijmy je kolejno 71, 73, Zs3, Z4, Zs.
Pierwszy z tych zbiorow, Z; ma 2 elementy: 1 oraz 3. Drugi,Z,, jest zbiorem jednoelemen-
towym zawierajacym element 1, trzeci, 73, dwuelementowym; jednym jego elementem jest
pierwszy z wyze]j zdefiniowanych zbioréw, a drugim liczba 1. Czwarty z tych zbiorow, 7,
tez ma 2 elementy: oba sa zbiorami. Piaty , Zs jest zbiorem jednoelementowym; jego
jedynym elementem jest zbior Z,.

Bardzo waznym zbiorem jest zbior pusty, nie zawierajacy zadnego elementu i ozna-
czany przez ). Przyjmuje sie, ze wszystkie zbiory puste sa sobie réwne, czyli inaczej
moéwiac, zbior pusty jest tylko jeden. Oczywiscie zbidr {0} zawierajacy jako jedyny ele-
ment zbiér pusty, sam pusty nie jest. Przyjmujemy konwencje, wedlug ktoérej elementy
zbioru powtarzaé sie nie moga!, a kolejno§é ich wymieniania nie wplywa na zawartosé
zbioru. Dla unikniecia nieporozumien przyjmiemy, ze jesli przy wyliczaniu elementdéw
zbioru jakis element sie powtorzy, to takie powtdrzenie ignorujemy. Tak wiec zapis
{1, 1,2} bedzie oznaczal zbiér {1,2}, ktéry jest identyczny ze zbiorem {2, 1}.

Wtasciwie najlepiej mozna okresli¢ zbidr, jako cos, co posiada pewne elementy, przy
czym dla kazdego obiektu powinnismy by¢ w stanie stwierdzi¢, czy do zbioru nalezy, jako
jego element, czy nie. Fakt nalezenia elementu = do zbioru A oznaczamy przez = € A.

Typ obiektow nalezacych do jednego zbioru moze by¢ bardzo rézny i nawet w ra-
mach jednego zbioru mamy do czynienia czasami z obiektami zupelnie réznych typow.
Przykladem takiego zbioru jest zbior Zs, ktorego elementami sa jednoczesnie liczba oraz
zbior. W informatyce czesto mamy do czynienia ze zbiorami jednakowego typu 1 niektore
jezyki programowania (np. Pascal) umozliwiaja bezposrednio operowanie na obiektach
typu zbiorowego. Implementacja zbioréw niejednorodnych co do typu elementow wy-
maga pewnych specyficznych technik realizacyjnych. Uwaga: do zargonu informatycznego

Lobiekty matematyczne bedace odpowiednikami zbioréw, z ta réznica, ze elementy moga sie
powtarzaé, nazywane sa wielozbiorami, multizbiorami lub zbiorami z powtdrzeniami



przeniknelo niestety uzywanie okreslenia zbior zamiast plik, kiedy mowa jest o zapisach na
dysku. Nie jest mi znana geneza tej praktyki — w kazdym razie pliki dyskowe nie maja
wiele wspolnego ze zbiorami: sg one najczesciej uporzadkowane, elementy wchodzace w
ich sklad moga sie powtarzac, nie mozna na nich wykonywa¢ zadnych standardowych
operacji zbiorowych. Slowo zbior i tak jest przeciazone, wiec naduzywanie go w jeszcze
jednym znaczeniu jest nieporozumieniem.

W koricu XIX wieku matematycy pokusili sie o aksjomatyzacje teorii zbioréw (nazy-
wanej po polsku tez teoriag mnogosci). Uklad aksjomatéw zaproponowany na poczatku
XX wieku przez dwoch matematykéw: Zermelo 1 Fraenkla pozwala na uscislenie pojecia
zbioru, ale nie bedziemy go tu przytaczali, odwolujac sie do intuicyjnego pojecia zbioru
1 wyjasniwszy nieporozumienia, jakie moga plynac z radosnego podejscia do probleméw
zwigzanych ze zbiorami.

1.2 Klopoty ze zbiorami

Co jest zlego w przyjeciu, ze zbiorem moze by¢ wszystko? Kazda grupa obiektéw, jezeli
tylko sobie tego zazyczymy, powinna dac sie zebra¢ w zbiér. Okazuje sie, ze takie naiwne
podejscie zawiera nieoczywiste pulapki. Za chwile podamy prébe konstrukeji zbioru, ktora
doprowadzi do sprzecznosci.

Postawmy sobie pytanie: czy zbior moze by¢ elementem samego siebie. To znaczy,
czy moze zachodzi¢c A € A dla pewnego zbioru A7 Konstrukcja takiego zbioru w zasadzie
powinna by¢ mozliwa. Nielatwo sobie wyobrazic¢, jak taki twér mogtby wygladac, choé, jak
zaraz sie przekonamy, co$§ w rodzaju przyktadu takiego obiektu bedziemy mogli zobaczy¢
na wlasne oczy. Na razie nie wiemy, czy takie zbiory istnieja, ale nam to nie przeszkadza,
bo jesli nawet nie istnieja, to po prostu zbioér ztozony ze zbioréw, ktdre sa swoimi wlasnymi
elementami jest pusty. Niewatpliwie wiekszos¢ zbiorow powinny stanowi¢ zbiory, ktore
same do siebie nie nalezg. Nazwijmy je roboczo ,,normalnymi”. Utworzmy zatem zbior
7 zlozony z takich wlasnie ,,normalnych” zbiorow, ktére do siebie nie naleza. Postawmy
teraz pytanie, czy Z € 77 Jezeli Z € Z, to znaczy, ze Z jest ,nienormalny”, a zatem
nie nalezy do siebie, na mocy swej definicji. Czyli z tego, ze Z € Z wynika, ze Z ¢ Z.
Sprzecznosé. Zatem jedyne, co nam pozostaje, to przyjac, ze Z ¢ Z. Ale wtedy nasz
zbior Z jest ,,normalny”, wiec Z € Z. Kolejna sprzecznosc¢.

Nie da sie tego cyklu przerwac. Po prostu do sprzecznosci przywiodlo nas zalozenie, ze
istnieje zbior Z. Tymczasem takiego zbioru po prostu nie ma. Paradoks ten zauwazony
zostal po raz pierwszy przez wielkiego matematyka angielskiego, Bertranda Russella i tak
naprawde nigdy do konca nie zostal rozwiazany. Unika sie tego paradoksu przyjmujac
pewne ograniczenia na sposoby okreslania zbioréw.

Zeby pozby¢ sie wrazenia o akademickosci tego problemu, podamy przyklad, tego,
ze w informatyce mozna sie zetknac¢ z paradoksem Russella naocznie. Dla tych, ktérzy
znaja system DOS?, wiadomym bedzie, ze w kazdym katalogu mozemy mieé rozmaite
podkatalogi oraz pliki. System katalogéw normalnie tworzy drzewo opisane w specjalnej
tablicy systemowej zwanej FATem (File Allocation Table). Mozna zatem powiedzie¢, ze
katalog, to jest zbiér jego podkatalogéw (by¢ moze pusty) oraz zbiér znajdujacych sie w
nim plikéw (tez moze by¢ pusty). Warto zauwazy¢, ze podstawowe wlasciwosci zbioréw sa

2., i nie tylko: wickszo$é istniejacych systeméw operacyjnych jest podatna na opisywana ponizej

aberracje



tu zachowane: kolejnos¢ wymienienia elementéw nie ma wplywu na zawartos¢ katalogu,
jak réwniez niemozliwe jest powtorzenie nazwy jakiegokolwiek obiektu w ramach danego
katalogu.

Okazuje sie, ze prosta sztuczka hakerska mozna podkatalogiem danego katalogu uczy-
ni¢ ten sam katalog. Wystarczy w odpowiednim miejscu w tablicy FAT wpisa¢ adres tego
katalogu, jako adres jednego z jego podkatalogow. System cokolwiek zglupieje. To zna-
czy najczesciej bedzie probowal przy wykonywaniu komend przechodzenia do podkatalogu
wchodzi¢ po prostu po raz kolejny do tego samego katalogu, w ktorym bedziemy widzieli
kolejna instancje katalogu, w ktorym sie caly czas znajdujemy. Program Norton Com-
mander na przyktad bedzie postusznie wydtuzal sciezke dostepu o kolejne wcielenia tego
samego katalogu, a wyglad zawartosci katalogu nie bedzie sie zmienial ani na jote. Co
gorsza, pozby¢ sie tego dziwolaga wcale nie jest prosto: w szczegoélnosci system zabez-
piecza sie przed usunieciem katalogu, ktory jest niepusty i1 cos zawiera. O ile usuniecie
wszystkich plikow 1 innych podkatalogéw jest latwe, o tyle usuniecie samego siebie jako
podkatalogu powoduje w najlepszym przypadku odmowe z komentarzem, ze nie mozna
usuwac niepustych podkatalogow.

Wywolanie w takiej sytuacji programu prébujacego rozwina¢ podkatalogi, np. wys-
wietlajacego pelne drzewo podkatalogéw, najczescie] powoduje zawieszenie sie systemu.

Tak oto paradoks Russella z teorii zbioréw ma swoja ilustracje w informatyce. Proba
zrobienia katalogu, ktéry jest swoim podkatalogiem doprowadza do powaznych kltopotow.
Takich sytuacji w informatyce jest znacznie wiecej. W szczegolnosci trzeba by¢ ostroznym
gdy mamy do czynienia ze strukturami definiowanymi rekurencyjnie, o czym bedzie mowa
w kolejnych rozdzialach, gdyz moment nieuwagi moze spowodowaé zapetlenie sie algo-
rytmu tak, jak to mialo miejsce w opisywanym przykladzie z katalogami.

Oto inne znane przyklady sprzecznosci oparte na paradoksie Russella.

Przyktad 1. Krél pewnego niewielkiego panstwa wydat edykt, na mocy ktorego jedyny
golibroda w krélestwie mial golic¢ tych i tylko tych mieszkancow, ktorzy sie sami nie golq.
Rozwaz, czy golibroda powinien sam sie goli¢, czy nie.

Przyktad 2. Niektore ciqgi liter @ cyfr opisujq w sposob jednoznaczny pewne liczby.
Przykladowo ciqgi: 17, Yjeden’, liczba o jeden wicksza niz zero’ opisujq liczbe 1. Dla
odmiany ciqqg liczba, ktora podniesiona do kwadratu daje jeden’ nie jest takim ciqgiem,
bo nie wiadomo, czy ma okreslaé 1, czy —1. Podobnie nie jest takim ciqgiem ciqq "Ala
ma kota’, ant ‘pppqqq’. Rozwazimy zbior wszystkich napisow co najwyzej 1000-literowych
i wybierzmy z nich te, ktore okreslajq jednoznacznie pewne liczby. Takich napisow jest
skoneczona liczba, wiec zbior liczb moZliwych do okreslenia za pomocq tych napiséw bedzie
skonczony. Skoro tak, to bedzie w tym zbiorze istniala liczba najwieksza. Zdefiniugymy
liczbe X, jako liczbe o 1 od niej wiekszq. Powyzszy tekst definiuje pewng liczbe. Zauwaz,
ze tekst ten jest pewnym napisem o dlugosci nie przekraczajacej tysiaca znakéw. Czy
widzisz sprzecznosc?

1.3 Dzialania i zaleznosci miedzy zbiorami.

Wazna cecha zbiorow jest mozliwosé wykonywania na nich dzialan. Najczescie] mamy do
czynienia z sytuacja, w ktorej rozwazane zbiory sa podzbiorami pewnego zbioru ztozonego
ze wszystkich interesujacych nas elementéw. Taki zbidr oznaczymy litera U 1 bedziemy
nazywali przestrzenia. Czasami, kiedy zbiér U jest oczywisty nie bedziemy w ogdle o nim



wspominali.
Waznym narzedziem umozliwiajacym definiowanie podzbioréw jest zapis

X ={zxecU: P(x)},

ktora tworzy zbior X zlozony z tych elementéw x zbioru U, ktére spelniaja wlasnosé
P(z). Na przyklad zbior {x € IN : x jest liczba pierwsza parzysta definiuje zbidr jednoe-
lementowy {2}. Istotne jest, aby uzywac jej tylko wtedy, gdy jest dany zbiér U. Pozwala
to unikna¢ paradoksu Russella.

Powiemy, ze zbiér A zawiera si¢ w zbiorze B (albo, réwnowaznie, jest podzbiorem B),
wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B. Oznaczamy te
sytuacje przez A C B. 7 kolei A = B wtedy 1 tylko wtedy, gdy A C B oraz B C A. Jezeli
AC BiA# B, toméwimy, ze A jest podzbiorem wlasciwym zbioru B i oznaczamy to
przez A C B.

Niech A, B,C C U. Rozwazamy nastepujace dzialania:

—A={relU:z¢ A}

AUB={zeU:2€ A lub = € B}
ANB={zeU:x€ A oraz = € B}
AB={reU:x€ A oraz = ¢ B}

Dzialania te sa nazywane odpowiednio dopelnieniem zbioru, suma dwdoch zbioréw, ich
iloczynem (albo przecieciem) i réznica. Zauwazmy, ze A\ B # AU (—B), wiec nie ma
analogii z dodawaniem i1 odejmowaniem liczb. Definiuje sie tez czasami operator roznicy
symetrycznej zbiorow i ze wzgledu na jego uzytecznos¢ wprowadzimy go do naszego re-
pertuaru:

A B={z:2€A lub 2 € B oraz ¢ ANB

Zatem réznica symetryczna ztozona jest z tych elementéow zbiorow A1 B, ktore rozrdzniaja
A1 B. Bezposrednio z definicji wynikaja rownosci:

A B=(AUB)—(BNA)=(A-B)U(B—-A)
Zachodza nastepujace réwnosci:
(AUB)UC =AU (BUC) lacznosé sumy
AUA=A idempotentnosé¢ sumy
ANA=A idempotentnosé¢ iloczynu
—(=A)=A prawo podwijnego dopelnienia
(ANB)NC =AN(BNC) lacznosé iloczynu
AUB=BUA przemiennos¢ sumy
ANB=BNA przemiennos¢ iloczynu
(ANB)UC =(ANC)U(BNC) rozdzielnosé¢ sumy wzgledem iloczynu
(AUB)NC =(AUC)N(BUC) rozdzielnosé iloczynu wzgledem sumy
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—(AUB)=(—-A)N(—=B) prawo negacji sumy
—(ANB)=(—A)U(—B) prawo negacji iloczynu

Dwa ostatnie prawa nazywaja sie tez prawami de Morgana.

AUufd=A
AuU=U
AND=10

ANnU=A

Cztery ostatnie prawa nazywane sg prawami identycznosci.

Bardzo wazna konstrukcja jest tworzenie uporzqdkowanych par z elementéow dwéch
zbioréw. Jezeli a € A oraz b € B, to przez (a,b) bedziemy rozumieli uporzadkowana pare
zlozong z a iz b. Uwaga: elementy « i b nie musza by¢ rézne, a dodatkowo (a,b) = (b, a)
wtedy i tylko wtedy gdy @ = b. Zatem, jak sama nazwa wskazuje, kolejnos¢ elementow
jest w parze uporzadkowanej, istotna. Zbiér {(a,b) : « € A,b € B} jest nazywany
iloczynem kartezjanskim zbiorow A oraz B oraz oznaczany przez A x B. W szczegolnosci
ma sens pojecie kwadratu kartezjanskiego zbioru A, ktory okreslamy jako A x A.

Przyklad Niech A = {1,{1}}, B ={1,2,3}.

Wiedy A x B ={(1,1),(1,2),(1,3), ({1}, 1), ({1},2), ({1}, 3)}.

Formalnie po raz pierwszy definicje pary uporzadkowanej podal wybitny polski mate-
matyk, Kaziemierz Kuratowski, ktéry pare (a,b) zdefiniowal jako zbiér {{a,b},a}. Prazy
tej definicji podaje sie oba elementy, ktore maja w takiej parze wystapic¢ oraz wskazuje
sie na ten, ktory ma by¢ pierwszy. Warto zwréci¢ uwage na to, ze w przypadku pary
uporzadkowanej nie zadamy réznosci elementow a i b.

Pojecie iloczynu kartezjanskiego uogélnia sie na dowolne skonczone ciagi zbiorow
A1, ..o An przyjmujac, ze Ayx Agx, .o Ay = {(ar, a2, ..oy a,) s ar € Aryas € Ag,.lay €
Ant.

Zadania
L. Pokaz, ze jesli a € {{b}},to b€ a

2. W pewnym kraju znajduje sie centralna biblioteka, ktora zarzadza bibliotekami
lokalnymi. Kazda z bibliotek na zyczenie dyrektora centralnej biblioteki miala
przygotowac¢ wydany w formie ksiazkowe] katalog wszystkich ksiazek znajdujacych
sie w niej, dolaczy¢ taki katalog do swego ksiegozbioru, a drugi egzemplarz przeslac
do centrali. Niektére z przystanych katalogow zawieraly odnosniki do siebie samych,
inne nie. Dyrektor centralnej biblioteki polecil przygotowaé¢ wydanie ksiazkowe
zawierajace liste wszystkich tych katalogow, ktore sa we wszystkich bibliotekach
(w tym w centralnej) i ktére nie zawieraja odnosnika do samego siebie. Czy ten
katalog powinien zawiera¢ odnosnik do samego siebie?

3. Zadanie 2/34, 4/35,9/35, 6/35, 7/35, 8/35, 12/36, 15/36,17/36(b,c) z ,,Matematyki
dyskretnej” Rossa i Wrighta.

Te z zadan, ktérych sie nie zdazy zrobi¢ na zajeciach nalezy zrobi¢ w domu. Jest to
generalna zasada dotyczaca przyszlych scenariuszy.



