Teoria grafow — podstawy
-

Materialy pomocnicze do wykladu

wyktadowca: dr Magdalena Kacprzak




Grafy

zorientowane i
niezorientowane



Przyktad 1



Dwa pociagi i jeden most — problem
wzajemnego wykluczania sie




Dwa pociagi i jeden most —
graf mozliwych tranzycji

W — pociag czeka
B — pociag jest na moscie
A — pocigg nie jest na moscie

G — Swiatlo jest zielone

R — Swiatlo jest czerwone



Dwa pociagi i jeden most —
przyktadowe obliczenie

W — pociag czeka
B — pociag jest na moscie
A — pocigg nie jest na moscie

G — Swiatlo jest zielone

R — Swiatlo jest czerwone



Dwa pociagi i jeden most —
drzewo mozliwych obliczen
-




Przyktad 2



Siec logiczna

Czy istnieje wartosciowanie spetniajgce formute
—ZA(XVY)A(=XVaYy)?




Przyktad 3



Algorytm
-

X:=25
TAK

——>Czy X >100? > STOP

NIE

= X+1




Przyktad 4



Mapa drogowa
-
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Graf zorientowany
-

Grafem zorientowanym
(digrafem albo grafem skierowanym)

nazywamy pare uporzgdkowang

G=(V,E),
gdzie V jest niepustym zbiorem,
E podzbiorem produktu VxV.
Elementy zbioru V nazywamy weztami lub
wierzchotkami grafu, a elementy zbioru E
nazywamy krawedziami grafu.



Graf jako relacja
-

Kazdy graf jednoznacznie wyznacza pewng
relacje binarng w zbiorze V,

(X,y)er wttw (X,y)<E.
Odwrotnie, kazda relacja binarna r w
zbiorze X, wyznacza jednoznacznie
graf zorientowany, ktdérego weztami sg
elementy zbioru X, a krawedziami
uporzgdkowane pary (X,x') nalezace do r.



Relacja sasiedztwa
-

Relacje r bedziemy nazywac

relacjq sqsiedztwa.
Wierzchotki potgczone krawedzig bedziemy
nazywac sgsiednimi.

O krawedzi (x,x') mowimy, ze jest
incydentna
z wierzchotkami x i x'.



Petle
-

Wierzchotek X nazywamy poczatkiem, a

X' koncem krawedzi (x,x'). Krawedz, ktorej
poczatek jest identyczny z koncem nazywa
sie petlg w grafie.



Przykiad

Zbior wierzchotkow:
v={1,2,3,4,5,6,7}

Zbior krawedzi:

E={(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),
(3,3),(4,4,),(5,5),(5,6),

(6,6),(6,5),(7,7)}

Petle: (1,1), (2,2,), (3,3,) itp..




Graf skonczony
—

Powiemy, ze graf zorientowany jest
skonczony,

jesli zbior jego wierzchotkow jest
skonczony.



Stopnie wierzchotkow

Dla kazdego wierzchotka grafu

zorientowanego ¢

stopien wej

efiniujemy
sciowy d*(v) |

stopien wyjsciowy d-(v)
wierzchotka v nastepujqco:



Stopnie wierzchotkow
c__

e d*(v) jest liczbg krawedzi, ktorych
koncem jest v, tzn. liczbg krawedzi
wchodzacych do v,

e d(v) jest liczbgq krawedzi, ktorych
poczatkiem jest v, tzn. liczbg krawedzi
wychodzgcych z wierzchotka v.



Przykiad

Ilos¢ wierzchotkow
wychodzacych z wierzchotka 2
d+(2)=1

Ilos¢ wierzchotkdéw
wchodzacych do wierzchotka 2
d-(2)=2



Lemat
«

Niech G=(V,E) bedzie grafem
zorientowanym skonczonym. Wtedy

dt(v) = %,_, d(v).

VeV



Przykiad

v dt(v) =
d+(1)+ d*(2)+d*+(3)+d*(5)+d*+(6)+d*(7)=
1+1+2+1+2+1=8

Zyev d7(v) =
d(1)+ d(2)+d(3)+d(5)+d(6)+d(7)=
2+2+0+1+2+1=8



Graf niezorientowany
-

Powiemy, ze graf G=(V,E) jest
niezorientowany,
jezeli relacja sasiedztwa tego grafu jest
symetryczna, tzn. dla dowolnych dwoch
wierzchotkow v,v'eV,
(v,v')eE wttw (Vv',v)eE.



Lemat o usciskach dioni

Jesli pewne osoby witajq sie, podajac
sobie dtonie, to tqczna liczba
uscisnietych dfoni jest parzysta -
dlatego, ze w kazdym uscisku
uczestniczq doktadnie dwie dtonie.



Lemat (Leonard Euler - 1736)
-

W kazdym grafie niezorientowanym
suma stopni wszystkich wierzchotkow
jest liczbg parzystq i jest rowna
podwojonej liczbie krawedzi.



Lemat
«

Kazdy graf niezorientowany ma
parzystg liczbe wierzchotkdw stopnia
nieparzystego.



Reprezentacja
macierzowa




Macierz sgsiedztwa

Jesli G jest grafem, ktorego wierzchotki sg
oznakowane liczbami ze zbioru {1,2,...,n},

to
macierzg sasiedztwa

jest macierz wymiaru nxn, ktorej wyraz o
iIndeksach i, | jest rowny liczbie krawedzi
tgczacych wierzchotek | z wierzchotkiem |.



Macierz sgsiedztwa - przykiad

5 Macierz sgsiedztwa
0110
1 3 1001
1001
0110
4



Typy grafow



Graf prosty
-

Graf prosty
jest to graf spetniajgcy warunki:

» graf niezorientowany bez petli,

- dowolne dwa wierzchotki mogq byc
potgczone co najwyzej jedng
krawedzia.



Graf prosty - przyktad
-

Relacja sgsiedztwa miedzy panstwami

Niemcy

: Polska
Francja

Austria

Czechy



Multigraf
-

Grafy, w ktorych istniejg wierzchotki
potgczone wiecej niz jedng
krawedzig nazywamy

multigrafami.



Multigraf - przyktad




Graf regularny i petny
-

Grafy, ktorych wszystkie wierzchotki majg
ten sam stopien nazywamy
regularnymi.

Graf, w ktorym kazdy wierzchotek jest
potgczony krawedzig z kazdym innym,
nazywamy grafem

petnym.



Graf regularny - przyktad
-




Graf peiny - przykiad

Niech A={Asia, Krysia, Piotr}, r = {(a,b): a lubi b}

Asia

Krysia / \ Piotr




Graf dwudzielny
-

Grafem dwudzielnym
nazywamy graf G, w ktorym zbior
wierzchotkow moze byc¢ podzielny na dwa
roztagczne zbiory A i B w taki sposdb, ze
kazda krawedz grafu taczy wierzchotek
zbioru A z wierzchotkiem zbioru B.



Graf dwudzielny - przykiad
-




Podgraf
-

Podgrafem
grafu G =(V,E) nazywamy graf

G' =(V',EY)
taki, ze V' jest podzbiorem zbioru V,
a zbior krawedzi E' sktada sie ze
wszystkich tych krawedzi zbioru E,
ktorych konce nalezg do wybranego zbioru
wierzchotkow V'.



Podgraf - przyktad

Niech A={Asia, Krysia, Piotr}, r = {(a,b): a lubi b}




Zastosowania



Przyktad 1:

Szesc osOb na przyjeciu



Problem

Udowodnij, ze w dowolnej grupie szesciu
0sOb zawsze istniejq albo trzy osoby
Znajgce sie nawzajem, albo trzy osoby,
z ktorych zadna nie zna pozostatych
dwoch.



Opis problemu
w teorii grafow

osoby znajg si¢
D - === 0soby nie znajg si¢



Rozwigzanie S
—/ /]

3 osoby znajace sie nawzajem




Rozwigzanie - g

3 osoby, z ktorych zadna nie zna
pozostatych

—

—-—
—-—
—-—
-—
—-—
—
-—
- =
—
-



Przyktad 2:

Twierdzenie
o kojarzeniu matzenstw



Problem kojarzenia matzenstw |

Jesli dany jest skonczony zbior dziewczat,
z ktorych kazda zna pewna liczbe
chtopcow, to jakie warunki muszg byc¢
spetnione, by kazda dziewczyna mogta
poslubi¢ ktoregos ze znanych jej chtopcow?









e .

—-—

Twierdzenie (Philip Hall - 1935)

Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym
na to, by problem kojarzenia matzenstw
miat rozwigzanie, jest, by dla kazdego
zbioru k dziewczat, wszystkie one tgcznie
znaty co najmniej k chtopcow, gdzie

1 <k <m oraz m jest liczbg wszystkich
dziewczat.




Drogi i1 cykle



Droga
o]

Niech G=(V,E) bedzie grafem.

Drogq
w grafie G nazywamy cigqg wierzchotkow
Vo,Vy, ..., Vv, taki, ze kolejne wierzchotki
ciggu sq potgczone krawedzig,
tzn. (v,,v.,,)<E dla kazdego i=0,1,...,n-1.



Droga-przyktad




Dtugosc¢ drogi | droga zamknieta
-

Ditugosc drogi,
to liczba krawedzi, przez ktdore droga
przechodzi.

Jesli vy=v,, to powiemy, ze droga jest
zamknieta.



CyKkl

Jesli wszystkie wierzchotki drogi
zamknietej sq rozne z wyjatkiem
pierwszego i ostatniego wierzchotka,
to takg droge nazywamy

cyklem.



Cykl-przykiad




Droga prosta

Droge nazwiemy

prostq,

jezeli wierzchotki, przez ktore przechodzi
sQ parami rozne.

Droga prosta nigdy nie przechodzi
dwukrotnie po tej samej krawedzi.



Droga acykliczna
-

Jesli droga nie zawiera cyklu, to
nazywamy jg
acykliczna.



Lemat
«

Jezeli w grafie G istnieje droga tqczqca dwa
rozne wierzchotki u i v, to istnieje tez

droga prosta i acykliczna prowadzaca od
u do v.



Relacja osiggalnosci
-

Niech G=(V,E) bedzie dowolnhym grafem.
Relacjg osiggalnosci

w grafie G nazywamy relacje binarng r

w zbiorze wierzchotkow grafu, takg ze

(u,v)er wttw w grafie G istnieje droga

prowadzqca od u do V.



Relacja osiggalnosci-przykiad

Stan osiggalny




SpojnoscC
i acyklicznosc¢



Graf spojny
—

Powiemy, ze graf niezorientowany jest
spojny

wtedy i tylko wtedy, gdy dowolne dwa

wierzchotki grafu sg potgczone drogaq.



Graf ktory nie jest spojny-przykiad
—




Graf ktory jest spojny-przykiad
—




Lemat
«

Jezeli G=(V,E) jest grafem
niezorientowanym, spojnym, o

n wierzchotkach, to ma co najmniej
n-1 krawedzi.



Spojna sktadowa grafu
-

Spojny podgraf grafu, ktory nie jest
zawarty w zadnym wiekszym spojnym
podgrafie nazywa sie

spojng sktadowaq grafu.



Sp()jna sktadowa grafu-przyktad

SpOJna sktadowa
grafu



Graf acykliczny
-

Powiemy, ze graf jest
acykliczny
wttw nie istnieje cykl w tym grafie.



Lemat
«

Niech G=(V,E) bedzie grafem
niezorientowanym, acyklicznym, o

n wierzchotkach, to G ma co najwyzej
n-1 krawedzi.



Droga Eulera



Problem mostow krolewieckich
oo

Przez Krolewiec przeptywata rzeka, w ktorej rozwidleniach
znajdowaty sie dwie wyspy. Ponad rzeka przerzucono
siedem mostow, z ktérych jeden taczyt obie wyspy,

a pozostate mosty tgczyty wyspy " BN L
. . . } =4 _\‘_-f‘ . ,:_\9.) “.">‘~.1"&:‘_-
z brzegami rzeki. Czy mozna A TR
: : Ter A SN T RN MEROEAN
przejs¢ kolejno przez wszystkie S ng:;.-;}‘u Sy «f
mosty tak, zeby kazdy o “r/‘f/):z}‘{'}“' i
przekroczy¢ tylko raz i wrécié -;.,c.,,f)V}},ﬁ;,_j,_vJ' |
. , : e b, v Vi P~ o SRR\
do miejsca, z ktorego sie =7 _L;}';! /7] ,’;" «.,,/
e i IR S i
wyruszyto? N T (:‘_‘;{L P



Problem mostow krolewieckich
oo

Czy mozna przejsc¢ doktadnie jeden raz
przez kazdy z siedmiu mostow?




Problem mostow krolewieckich
oo

Czy mozna przejsc¢ doktadnie jeden raz
przez kazdy z siedmiu mostow?




Droga Eulera
-

Drogq Eulera
nazywamy droge w grafie, ktora
przechodzi przez wszystkie krawedzie
| przez kazdq doktadnie raz.



Cykl Eulera
-

Jezeli ta droga jest cyklem, to
nazywamy jq
cyklem Eulera.

Graf posiadajacy cykl Eulera nazywamy
Eulerowskim.



Twierdzenie
oo

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, by skonczony graf niezorientowany i
spojny posiadat cykl Eulera jest by
wszystkie wierzchotki tego grafu

miaty rzad parzysty.



Twierdzenie
oo

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to by w grafie niezorientowanym
skonczonym i spojnym istniata

droga Eulera tqczqca wierzchotki A i B jest
by jedynymi wierzchotkami rzedow
nieparzystych byty co najwyzej wierzchotki
Ai B.



Whniosek
N

Jesli kazdy wierzchotek ma rzad

parzysty, to taki graf posiada cykl i

droge Eulera. Jesli w grafie sq wierzchoftki
rzedu nieparzystego, to albo sg doktadnie
dwa takie wierzchotki i wtedy istnieje
taczaca je droga Eulera, albo nie istnieje
zadna droga Eulera w tym grafie.



Droga Hamiltona



Problem komiwojazera E==
S

Komiwojazer ma do odwiedzenia pewna liczbe miast.
Chciatby dotrzec¢ do kazdego z nich i wroci¢ do miasta, z
ktorego wyruszyt. Dane sg rowniez odlegtosci miedzy
miastami. Jak powinien zaplanowac trase podrozy, aby w
sumie przebyt mozliwie najkrotsza droge?

10 /)

12
3

11




Droga Hamiltona
-

Drogg Hamiltona
w grafie G nazywamy droge przechodzacq
przez wszystkie wierzchotki grafu i to przez
kazdy wierzchotek doktadnie raz.



Czy ten graf posiada sciezke
Hamiltona?

®




Czy ten graf posiada sciezke
Hamiltona?




Cykl Hamiltona
-

Jezeli droga ta jest cyklem, to nazywamy

Jq
cyklem Hamiltona.

Graf posiadajacy cykl Hamiltona nazywamy
Hamiltonowskim.



Uwaga

Nie jest znany zaden warunek konieczny i

dostateczny na to, by graf byt
Hamiltonowski. Nie jest tez znany zaden

efektywny algorytm znajdowania drogi
lub cyklu Hamiltona.



Drzewa



Przykiad - Pierwsi Piastowie

Ziemomyst
|
| |
Mieszko | Czcibor
Bolestaw I Chrobry
|
| | |
Bezprym Mieszko Il Otton
Kazimierz 1 Odnowiciel
|
| |
Bolestaw II Smiaty Wiadystaw I Herman




Drzewo mozliwych obliczen
-

|ARB, | [W,GW,)

[ AlcisA2 ] | BlRE’WZ |



Drzewo
«

Drzewem
nazywamy graf niezorientowany, spojny
i acykliczny.



Korzen drzewa
oo

W drzewie wyrozniamy zwykle jeden wierzchotek i
nazywamy go

korzeniem.

Kazdy inny wierzchotek jest potgqczony doktadnie
jedng drogq z korzeniem.

Wszystkie wierzchotki znajdujgce sie w takiej

samej odlegtosci od korzenia tworzg w tym
drzewie

poziom.



Poprzednik I nastepnik
—

Jesli dwa wierzchotki X, y sg potaczone
kKrawedzig i X znajduje sie na poziomie
nizszym (blizej korzenia) niz y, to
wierzchotek x nazywamy poprzednikiem,
albo ojcem wierzchotka y, a y nazywamy
nastepnikiem lub synem wierzchotka X.



Liscie | wierzchotki wewnetrzne
-

Wierzchotki, ktore nie majg nastepnikow
nazywa sie
lisCmi
drzewa, a pozostate wierzchotki -
wierzchotkami wewnetrznymi.



Drzewo-przykiad
S

korzen

o
A A poziom

syn

\

lisC iS¢ iS¢ liSC




Drzewo binarne
o

Drzewo, w ktorym kazdy wierzchotek
wewnetrzny ma co najwyzej dwa
nastepniki nazywamy

drzewem binarnym.



WysokoscC drzewa
-

Ditugosc¢ najdtuzszej drogi od korzenia do
liScia nazywamy
wysokoscig drzewa.



Twierdzenie
oo

Kazde drzewo o n wierzchotkach ma
doktadnie n-1 krawedzi.



