Indukcja
-

Materialy pomocnicze do wykladu

wyktadowca: dr Magdalena Kacprzak




Charakteryzacja zbioru
liczb naturalnych



Arytmetyka liczb naturalnych

Jedng z najwazniejszych teorii matematycznych
jest arytmetyka liczb naturalnych. Elementarna
arytmetyka liczb naturalnych uzywa jezyka,
w ktorym oprdcz statej 0 wystepuje
jednoargumentowa funkcja

Suc
nazywana nastepnikiem, i relacja rownosci.



Aksjomaty Peano
-

Aksjomaty tej teorii, a wiec podstawowe prawa
rzgdzace liczbami naturalnymi, sformutowat
Peano.



Aksjomaty Peano
—

Aksjomaty Peano liczb naturalnych
Ax1. Zero jest liczbg naturalna.

Ax2. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje
doktadnie jedna liczba naturalna suc(n), ktora
jest nastepnikiem n.

Ax3. Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby
naturalnej.

Ax4. Jezeli k jest nastepnikiem liczby n,
k=suc(n), i k jest nastepnikiem liczby m,
k=suc(m), ton = m.




Aksjomaty Peano c.d.
-

Ax5. Zasada indukcji matematycznej:

Jezeli A jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych
N takim, ze spetnione sgq warunki (1), (2):

(1) O€A,

(2) dla kazdej liczby naturalnej n,
jezeli neA i m jest nastepnikiem n, to meA,

to A=N.



Intuicje
-

Aksjomat pigty méwi jak mozna zbudowac zbidr
liczb naturalnych z zera przez sukcesywne
zastosowanie funkcji nastepnika: kazda liczba
naturalna n jest otrzymana z zera przez n-krotne
wykonanie operacji nastepnika,

1=9f suc(0)
2 = 9f suc(suc(0))
3 =9 suc(suc(suc(0)))



Intuicje
-

Fakt ten wielokrotnie, i czesto nieswiadomie,
wykorzystuje sie w programowaniu z uzyciem
petli "while" stwierdzajac, ze program

{x:=0; whilex <ydox:=x+1o0od}

nie zapetla sie dla wszystkich wartosci
naturalnych zmiennej v.



Przykiad
S

Twierdzenie:
Kazda liczba postaci n>-n dla ne N jest podzielna
przez 5.

Dowod. Niech
A={neN: (n>-n) mod 5 = 0}.

Udowodnimy, ze N=A.

1. 0OeA, poniewaz 0° - 0 = 0.



Przyktad
-

2.  Wezmy jakas ustalong liczbe n nalezacg do A. Wynika
stad oczywiscie, ze dla pewnego naturalnego k, mamy
n°> - n = 5k.

Wtedy jednak (n+1)> - (n+1) jest tez podzielne przez 5, bo
(n+1)>-(n+1) =
n°+5n4+10n3+10n%+5n +1- n -1 =
n>-n + 5(n* +2n3+2n2 +n) =
5(k+n% +2n3+2nZ +n) .

Stad n+1 € A.



Przyktad
-

Poniewaz oba zatozenia zasady indukcji
matematycznej zostaty spetnione, zatem mozemy
wywnioskowac, ze A=N. Oznacza to, ze dla
dowolnej liczby naturalnej n, liczba n>-n jest
podzielna przez 5.



Zasada minimum



Zasada minimum

Z zasady indukcji matematycznej wynika
natychmiast nastepujqce twierdzenie zwane
"zasadq minimum”,

Twierdzenie
W kazdym niepustym zbiorze liczb naturalnych
istnieje liczba najmniejsza.



Dowod zasady minimum
—

Niech A = &, A < N i przypusémy, ze w A nie ma
liczby najmniejszej (tzn. A nie ma elementu
pierwszego). Oznacza to w szczegodlnosci, ze 0gA.
Rozwazmy zbior B takich liczb naturalnych n, ze
ani n ani zadna liczba mniejsza od n nie nalezy do
A,

B={n:(VmM<n) mgA}.
Udowodnimy, ze wobec przyjetych zatozen, musi
by¢ B=N. Dowod tego faktu przeprowadzimy
wykorzystujgc zasade indukcji matematycznej.



Dowod zasady minimum
-

(1) Poniewaz 0 nie nalezy do A, to z definicji
zbioru B wynika, ze 0eB.

(2) Zatézmy, ze dla pewnego n, neB.
Udowodnimy, ze liczba n+1 nalezy do B.



Dowod zasady minimum
—

Z zatozenia indukcyjnego wynika, ze wszystkie liczby
mniejsze od n oraz samo n nie nalezg do zbioru A. Gdyby
wiec (n+1)e A, to bytby to element najmniejszy w A, co nie
jest mozliwe wobec przyjetego w A zatozenia. Zatem
(n+1)¢A, a stad (n+1)eB.

Poniewaz wykazaliSmy, ze oba zatozenia zasady indukcji sq
spetnione, to na mocy tejze zasady indukcji wszystkie liczby
naturalne nalezg do B.



Dowod zasady minimum
—

Skoro jednak udowodnilismy, ze N=B, to zbior A
musi bycC pusty, wbrew zatozeniu. Sprzecznosc ta
dowodzi, ze nie mozna znalez¢ takiego niepustego
podzbioru A zbioru liczb naturalnych, ktory nie
miatby elementu pierwszego, a to oznacza, ze
kazdy niepusty podzbior N ma element pierwszy.



Przyktad
-

Udowodnimy, ze
{neN : 3|(n3-n)} = N.

W przedstawionym dowodzie "nie wprost" wykorzystamy
zasade minimum. Niech

A= {neN : 3|(n3-n)}.
Przypusé¢my, ze A # N. Wtedy na mocy zasady minimum,
w zbiorze N\A istnieje element najmniejszy. Poniewaz 3|0,
wiec 0eA, a tym samym 0 nie jest elementem najmniejszym
w N\A. Niech wiec elementem najmniejszym w N\A bedzie
jakas liczba k>0. Jako element zbioru N\A, k nie jest
dzielnikiem (k3-k).



Przyktad
-

Rozwazmy liczbe k-1. Mamy (k-1)eN oraz

(k-1)3 -(k-1) =

k3-3k? + 3k -1 -k +1 =

(k3-k) -3k(k-1).
Poniewaz (k3-k) nie dzieli sie catkowicie przez 3,
a 3k(k-1) jest wielokrotnoscig 3, zatem liczba
(k-1) 3 -(k-1) nie dzieli sie przez 3.
Wynika stad, ze (k-1)eN\A, co przeczy
zatozeniu, ze k byto liczbg najmniejszg w zbiorze
N\A. W konsekwencji musi byc A=N.



Zasada indukcji -
rozne sformutowania



Zasada indukcjl matematycznej 1
-

Jezeli
(1) W(0), tzn. 0 ma wiasnosc W, oraz

(2) dla dowolnej liczby naturalnej k,
jesli W(k), to W(k+1),

to dla kazdej liczby naturalnej n, W(n)
(tzn. kazda liczba naturalna ma witasnosc W).



Przyktad
-

Lemat:

Liczba wszystkich podzbiorow zbioru n
elementowego wynosi 2", czyli dla
dowolnego zbioru X, jesli |X| = n,

to |[P(X)| = 2n.



Dowod lematu
]

Oznaczmy przez W zdanie wyrazajqce
wiasnosc liczb naturalnych taka, ze

W(n) wttw liczba podzbiorow zbioru n
elementowego wynosi 2".



Dowod lematu
]

Baza indukciji.

Poniewaz zbior pusty ma dokfadnie jeden
podzbior, zatem jesli |X| = 0O,
to |P(X)|= 1=20.

Wynika stad, ze liczba 0 ma wtasnosc W.



Dowod lematu

Zatozenie indukcyjne.

Zatozmy, ze wszystkie zbiory

K e
ICZ
K-

ementowe majq wtasnos¢ W(k), tzn.
ba wszystkich podzbiorow zbioru

ementowego wynosi 2K,



Dowod lematu
]

Teza indukcyijna.

Bedziemy dowodzili, ze zbior
(k+1)-elementowy ma tez wtasnos¢ W.



Dowod lematu
]

Dowod tezy indukcyijnej.

Rozwazmy zbior (k+1)-elementowy X,
X={ X1, Xopevry XierXps1 S+

Podzielmy wszystkie podzbiory zbioru X na dwie

kategorie:

- Podzbiory zbioru X, w ktorych nie wystepuje
element x,_ +,

- Podzbiory zbioru X, w ktérych wystepuje
element x



Dowod lematu

Podzbiory pierwszej kategorii sq to
wszystkie podzbiory zbioru
k-elementowego, wiec na mocy
zatozenia indukcyjnego jest ich 2k,



Dowod lematu
]

Podzbiory drugiej kategorii otrzymujemy
biorgc jakikolwiek podzbior A zbioru
K-elementowego X\{x ,,,}, a nastepnie
dofaczajqc element x, ;.

Takich podzbiorow, zndw na mocy
zatozenia indukcyjnego jest 2k,

Razem 2k + 2k = 2k+1 podzbiordow. Czyli
wiasnosc W jest prawdziwa dla k+1.



Dowod lematu
]

Na mocy zasady indukcji mozemy teraz
wyciggnac¢ wniosek, ze zdanie W(n) jest
prawdziwe dla wszystkich liczb
naturalnych.



Zasada indukcji matematycznej 2
-

Jezeli A jest podzbiorem zbioru N takim, ze
1. 0e€A, oraz

2. dla kazdej liczby n, jesli keA dla wszystkich
k<n+1, to n+1eA,

to A=N.



Przyktad
-

Lemat:

Udowodnic, wykorzystujac jedng z postaci zasady
indukcji matematycznej, ze dla dowolnego
a>-1i dla dowolnej liczby naturalnej n,

(1+a)" > 1 + na.



Dowod lematu
]

Niech W(n) oznacza zdanie
(1+a)" > 1+ na.

Baza indukcji:

Poniewaz (1+a)? > 1, zatem zachodzi
W(0).



Dowod lematu

Zatozenie indukcyjne:
Zatozmy, W(k) dla pewnego Kk,
tzn. mamy (1+a)k > 1+ka.

Teza: W(k+1) jest zdaniem

prawdziwym, tzn.
(1+a)k+tl > 1+(k+1)a.




Dowod lematu

Dowodd tezy:
(1+a)kti=(1+a)k(1+a).

Wykorzystamy teraz zatozenie indukcyjne |

otrzymamy
(1+a)k+1 >(1+ ka)(1+a)
>1+ka+a+kaa
> 1+ (k+1)a + ka2



Dowod lematu
]

Poniewaz ka%>0, zatem ostatecznie
(1+a)k+l > 1+(k+1)a.
Czyli prawdziwe jest zdanie W(k+1).

Poniewaz oba zatozenia zasady indukcji
matematycznej sq spetnione, zatem
wnioskujemy, ze W(n) jest prawdziwe dla
wszystkich liczb naturalnych n.



Zasada indukcji dla liczb
catkowitych

Niech m bedzie liczbg catkowitg oraz niech a(n)
bedzie zdaniem okreslonym na zbiorze
{neZ : n>m}.
Jesli
1. zdanie o (m) jest prawdziwe, oraz
2. jesli wszystkie zdania a(m), a(m+1),..., a(k-1)
dla pewnego k>m sq prawdziwe, to a(k) tez
jest zdaniem prawdziwym,

to a(n) jest zdaniem prawdziwym dla dowolnych
liczb catkowitych n > m.



Zasada skonczonej indukciji
-

Niech m i k bedq liczbami naturalnymi oraz niech

o(n) bedzie zdaniem wyrazajagcym pewne

wtasnosci liczb naturalnych m< n< k. Jesli

1. zdanie o(m) jest prawdziwe, oraz

2. jesli z prawdziwosci zdania a(i) dla pewnego
M< i< k wynika, ze zdanie a(i+1) tez jest
prawdzie,

to a(n) jest zdaniem prawdziwym dla dowolnych

n>min<k.



Definicje indukcyjne



Ciag nieskonczony
c__

Ciqg nieskonczony jest to, jak wiadomo

funkcja catkowita okreslona na zbiorze liczb
naturalnych N.

Jednym z wygodnych sposobow okreslania
wyrazow ciggu jest definicja indukcyjna.

Ten sposob definiowania polega na okresleniu
pierwszego wyrazu ciggu (lub kilku pierwszych
wyrazow) np. ap, i podaniu metody konstrukcji
wyrazu (n+1)-go w zaleznosci od wyrazu n-tego
lub innych wyrazow juz zdefiniowanych.



Ciag nieskonczony
c__

Przyjmijmy nastepujaca definicje ciqgu (a,) _y:
a,=1,a,,,=a,+2
dla wszystkich n > 0.
tatwo wyliczyc, ze
a,=a,+2=1+2=3,a,=a, +2 = 5 itd.
Przygladajac sie blizej tym definicjom zauwazymy,

Ze
a,=a,+2=1+ 1.2,
a,=1+22 =25,

1 +22+2=1+3-2.

Q
w
I



Ciag nieskonczony
c__

Domyslamy sie, ze
a, = 1+ k-2

dla wszystkich k>0.
Stosujqc zasade indukcji matematycznej
mozemy pokazac, ze a, = 1+ 2k dla wszystkich k.
Rzeczywiscie, dla k=0 otrzymujemy a, = 1.
Natomiast krok indukcyjny wynika z indukcyjnej
definicji ciqgu, zatozenia indukcyjnego dla k i
prostego przeksztatcenia wzoru:

a,, =a, +2=(1+2k)+ 2 =1+ 2(k+1).



Niezmienniki



Definicja
-

Powiemy, ze zdanie a jest niezmiennikiem
petli postaci while y do I od, gdzie y jest
warunkiem, a I trescig petli, jesli dla
kazdej iteracji tej petli z tego, ze warunki y
i o sq spetnione przed wykonaniem tresci
petli I, wynika ze a jest prawdziwe po jej
wykonaniu.



Przykiad — algorytm Euklidesa
-

NWD(n,m) (n,m #0)

{X:=n;y:=m;
while X z y
do
if x>y then
X 1= X-Yy
else
Y:=Y-X
fi
od;
return y;



Przyktad — algorytm Euklidesa
-

Niezmiennikiem petli w tym algorytmie jest
formuta

nwd(X,y)=nwd(n,m).

Rzeczywiscie, zatozmy ze X = y i formuta
nwd(X,y)= nwd(n,m) jest prawdziwa
w chwili wejscia do petli while.



Przyktad — algorytm Euklidesa
-

Lemat: Jesli x>y, to nwd(x-y,y)=nwd(x,y).

Wykonujgc jedyng przewidziang w tym przypadku
instrukcje

X 1= X-Y,
spowodujemy (nowg wartoscig x jest stara
wartosc¢ x-y), ze na nowo spetniona jest rownosc
nwd(X,y)=nwd(n,m).



Przykiad — algorytm Euklidesa
-

Analogicznie w drugim przypadku. Zatem,
po wykonaniu instrukcji "if" nadal jest
spetniona formuta

nwd(X,y)=nwd(n,m).



Przyktad — algorytm Euklidesa
-

Zakonczenie catego procesu nastgpi wowczas, gdy
x=Yy. Stosujgc skonczong zasade indukcji
matematycznej, skoro
nwd(X,y)=nwd(n,m)
jest prawdziwa tuz przed wykonaniem petli
"while" i dla kazdej iteracji z prawdziwosci tej
formuty przed wykonaniem instrukcji "if" wynika
jej prawdziwosc po wykonaniu instrukciji "if", to
nwd(X,y)=nwd(n,m)
jest tez prawdziwa po wyjsciu z petli "while".
Ale wtedy nwd(n,m)=nwd(X,y)= nwd(y,y)=y.



Przykiad — algorytm Euklidesa
-

Wynika stad, ze wyliczona przez procedure
wartosc jest rzeczywiscie najwiekszym
wspolnym dzielnikiem liczb n i m.



Przyktad — algorytm Euklidesa
-

Pozostat jeszcze jeden problem, czy
ten algorytm kiedykolwiek doprowadzi do
sytuacji, w ktorej

X=Y.

Czy petla "while" zatrzyma sie
kiedykolwiek?



Przyktad — algorytm Euklidesa
-

Tutaj znow przychodzi nam z pomoca indukcja
matematyczna. Zauwazmy, ze jesli wartosci x i y
kolejno uzyskiwane w czasie dziatania algorytmu
zapiszemy jako kolejne pozycje ciqgu
(X1,Y1)r (X5,Y5),..., to iloczyn

(XiY1)
tworzy cigg malejacy.



Przyktad — algorytm Euklidesa
-

Poniewaz jest to cigqg liczb naturalnych,
zatem na mocy zasady minimum nie moze
by¢ ciggiem nieskonczonym.
Istnieje wiec taka iteracja, w ktorej

Xi=VYir
czyli algorytm zatrzyma sie.



Lemat
«

Jesli zdanie o jest prawdziwe przed

wykonaniem instrukcji "while" i jest

niezmiennikiem tej petli, to po wykonaniu

instrukcji "while" jest prawdziwe zdanie
(A=)



