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Rekursja 11

. Stosujac réwnanie charakterystyczne wyznacz postaé¢ jawna ciagu:

(a) s(0) =2, s(1) = —1oraz s(n) = —s(n—1) +6s(n —2) dlan > 2
(b) s(0) =2oraz s(n) =5s(n—1)dlan>1
(c) s(0) =1, s(1) =8 oraz s(n) =4s(n—1) —4s(n—2) dlan > 2

. Stosujac rownanie charakterystyczne wyznacz posta¢ jawna ciagu:

(a) a(0) =1, a(l) =5, a(2) =17 a(n+ 3) = Ta(n + 2) — 16a(n + 1) + 12a(n),
(b) a(0)=1,a(l)=2,a(2) =4 a(n+3) =a(n+2) +a(n+ 1) + 2a(n),

(c) a(0) =1, a(1) =3, a(2) =9 a(n + 3) = 5a(n +2) — 8a(n + 1) + 4a(n),
(d) a(0) =1, a(l) =5, a(2) = 22 a(n + 3) = 8a(n + 2) — 21a(n + 1) + 18a(n).

. Stosujac rownanie charakterystyczne wyznacz postaé jawna ciagu:

(a) a(0)=0,a(l)=1,a(n+2)=an+1)+a(n)+1.
(b) a(0)=1,a(1) =1, a(n+2) = Za(n+ 1) + 1a(n) + 1,
(¢) a(0)=3,a(1)=3,a(n+2) =a(n+1)+ 2a(n) + 6.

. Wyznacz funkcje tworzaca ciggu zdefiniowanego rekurencyjnie i na jej podstawie okresl kilka po-

czatkowych elementéw ciggu oraz jego postaé jawna.

(a) a(0) =2, a(1l) =5, a(n+2) =5a(n+1) — 6a(n) dlan > 0,

(b) a(0) = 1, (1) =2, a(2) =3, a(3) =4, .., a(n) = n+ 1.

() a(0)=1,a(1)=2,a(n+2)=a(n+1)—a(n)+n+2dan >0,
1, a1)

Wyznaczy¢ liczbe a, ciagéw binarnych dilugosci n, w ktérych zadne dwa zera nie wystepuja obok
siebie.

. Na ile sposob6w mozna wciggnaé na n-metrowy maszt flagi trzech koloréw, jesli flagi czerwone maja

szerokos¢ dwoch metréw, a pozostate jednego metra?
Na ile sposobéw mozna wypelnié prostokat:

(a) o wymiarach 2 na n kostkami domino o wymiarach 2 na 1,

(b) o wymiarach 3 na 2n tymi samymi kostkami?

Sformutuj odpowiednia zalezno$¢ rekurencyjna oraz podaj jej rozwiazanie.

. Pewna czasteczka porusza sie w kierunku poziomym i w kazdej sekundzie pokonuje odlegto$¢ réwna

podwojonej odlegloéci pokonanej w sekundzie poprzedzajacej. Niech a(n) oznacza pozycje czasteczki
po n sekundach. Okredli¢ a(n), wiedzac, ze a(0) = 3 oraz a(3) = 10.

. Pewien rzemieslnik wykonuje tréjkatne witraze. Podstawowe witraze jakie produkuje, to witraz

rozmiaru Wy oraz witraz Wa, kazdy z nich wymaga trzech polaczen krawedzi, tzw. lutéw — zobacz
rysunek (a). Witraz W,,, dla n > 2, konstruowany jest przez zlutowanie ze soba, w szesSciu punk-
tach, dwoch witrazy W, _s i jednego witrazu rozmiaru W,,_; zgodnie ze schematem pokazanym na
rysunku (b). Koszt pojedynczego lutu wynosi dwa zlote. Oblicz, ile kosztuje wykonanie witrazu
rozmiaru W, jezeli zalozymy, ze koszt produkcji witarzu jest okreslony kosztem wykonanych lutow.
Podaj posta¢ zwarta poszukiwanego rozwigzania wyrazong wzgledem parametru n.

Na ile sposobéw mozna ustawié¢ w kolejce po bilety na dworcu PKP n 0s6b? Rozwazmy ciag a(n),
gdzie a(n) jest liczba mozliwych ustawien w kolejce n 0séb. Znajdz zaleznosé rekurencyja opisujaca
ten cigg oraz podaj jej rozwiazanie.

1 Magdalena Kacprzak & Pawet Rembelski, 2009



Matematyka Dyskretna — materiaty ¢wiczeniowe PJWSTK O

11.

12.

13.

14.

Wh

L,

(a) (b)

Znajdz liczbe obszaréw, na jakie dzieli ptaszczyzne n prostych, z ktérych k jest rownoleglych, a
pozostale przecinaja wszystkie proste (zadne trzy proste nie przechodza przez jeden punkt).

Rozwazmy nastepujacy algorytm Alg(n), gdzie n € N oraz Cos(n) jest procedura, ktérej obliczenie
wymaga wykonania f(n) operacji dominujacych:
Alg(n) ={if n > 0 then Alg(n—1); Cos(n); fi}.

Niech dalej T'(n) oznacza liczbe operacji dominujacych jakie wykona algorytm Alg dla argumentu
n. Podaj réwnanie rekurencyjne definiujace warto$é T'(n) oraz jego rozwiazanie, gdy:

(c¢) f(n)=f(n—1)+n,dlan >0 oraz f(0) =0,

(d) f(n)=T(n—-1)+2",
n)=nTn—-1)+n+1,

)= ST 1.

Korzystajac z twierdzenia o rekursji uniwersalnej podaj oszacowanie rozwiazania nastepujacych
rownan rekurencyjnych:

(a) T'(n
(

) =3T(%)+n®+n,
)

(b) T(n) = 2T(2) + V/n,
(¢) T(n) = 8T() + 1,
(d) T(n) = 9T(2) + 3lgn!,
(e) T(n) =T(Z)+1.

Rozwazmy nastepujacy algorytm Alg(n), gdzie n € N oraz Cos(n) = n? jest procedura, ktérej

obliczenie wymaga wykonania n operacji dominujacych.

(a) Alg(n) ={if n > 2 then Alg(3); Alg(%); Cos(n); fi}.

(b) Alg(n) ={if n > 2 then Alg(3); Cos(Cos(n)); fi}.

(c) Alg(n)={if n > 1 then Alg(Cos(@)); Cos( ") fil

(d) Alg(n) ={if n > 1 then for i:=1 to k* do Alg(}); od Cos(n?); fi }, gdze k jest
pewny stala.

Ustal réwnanie rekurencyjne opisujace liczbe wykonan operacji dominujacych w trakcie realziacji
algorytmu Alg(n). Nastepnie w oparciu o twierdzenie o rekursji uniwersalnej podaj oszacowanie
rozwigzania owego rownania.
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