1. Bryla sztywna

Symulacja komputerowa ruchu bryly sztywnej jest waznym zagadnieniem podczas
modelowania i weryfikacji réznych systeméw fizycznych. Méwiac bryla sztywna, ma-
my na mysli bryle, ktéra nie ulega deformacji, co w szczegdlnosci oznacza, ze jej ob-
jetos$¢ pozostaje niezmienna. Zakladamy, ze podczas symulacji ruchu bryl sztywnych,
ciala nie przenikaja sie, a kiedy nastapi kontakt, bryly albo sie od siebie odbijaja
albo sklejaja sie.

Podczas symulacji komputerowych stajemy przed wieloma problemami, a jednym z
nich jest fakt, ze symulowany $wiat rzeczywisty, z naszego punktu widzenia, sktada
sie z obiektéw ciaglych, podczas gdy $wiat odtwarzany przy pomocy komputera jest
dyskretny.

Dla uproszczenia procesu obliczen poczynimy nastepujace zalozenia:

e obiekty sa sztywne,
e obiekty sa jednorodne, czyli ich gestos¢ jest wielkoscia stala,.

1.1. Uklad wspédirzednych

Rysunek 1. Globalny uklad wspéhrzednych (przestrzen swiata) zdefiniowany przez
osie 1, T, 3. Lokalny uklad bryly zdefiniowany przez osie ), x5, :U;, Punkt pg jest
opisany w ukladzie bryty. Punkt p(t) to punkt py w ukladzie odniesienia $wiata.

Polozenie punktu w przestrzenie w chwili czasowej ¢ moze by¢ opisane jako wektor
x(t), reprezentujacy przemieszczenie punktu od srodka ukltadu wspéhrzednych. Bryta
sztywna jest obiektem bardziej skomplikowanym, oprécz mozliwosci przemieszcza-
nia moze sie réwniez obraca¢. Aby zlokalizowaé bryle sztywna w przestrzeni swiata
uzyjemy wektora r(t), opisujacego przemieszczenie ciata. Dodatkowo musimy opisaé
obrét ciata, poprzez macierz obrotu R(t) € R3*®. wektor x(t) oraz macierz obrotu
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R(t) bedziemy nazywali zmiennymi przestrzennymi bryly sztywnej.



W odréznieniu od punktu, bryla sztywna posiada objetosé (wypelnia pewien obszar
w przestrzeni) oraz posiada okreslony ksztalt. Zdefiniujemy uktad wspétrzednych
zwiazany z bryla sztywna z poczatkiem w §rodku masy bryly (0,0,0).

Przyjmijmy, ze R(t) opisuje obrét bryly wzgledem $rodka masy, wtedy wektor r
zdefiniowany w przestrzeni bryly mozemy opisaé po obrocie w przestrzeni swiata
jako f{(t)r w chwili t. Podobnie jezeli py jest ustalonym punktem w przestrzeni bryty,
jego potozenie w przestrzeni swiata p(t) otrzymamy obracajac go i przemieszczajac
o wektor x(t)

p(t) = R(t)po + x(t)
Poniewaz srodek masy lezy w srodku uktadu wspoétrzednych zwiazanego z bryta, po-
tozenie srodka masy wzgledem przestrzeni Swiata jest zawsze opisane poprzez wektor
x(t). Mozemy powiedzieé, ze x(t) jest polozeniem srodka masy w przestrzeni swiata
w chwili czasowej t. Rozwazmy wektor w przestrzeni bryly np. (1,0,0). W chwili
czasowej t. Kierunek tego wektora w przestrzeni swiata mozemy opisac¢ jako:

R(t) [ 0

Wypisujac skladowe macierzy R:

11 To1 T31
R(t) = | ri2 1o 73
13 T2z T33

Orientacje osi ukladu zwiazanego z bryla (), x5, x5) wzgledem przestrzeni $wiata,
otrzymamy mnozac macierz obrotu R(t) przez kolejne wersory uktadu wspéhrzed-
nych:

1 T11
Rit)| 0 | =] ma2
0 T13
Analogicznie postepujemy dla:
T21 31
7929 oraz D)
723 33

Macierz R jest macierza obrotu o rozmiarach 3 x 3, ktéra pomnozona przez wspél
rzedne punktu, daje jego wspolrzedne po obroceniu go wokoét wyrdznionej osi, czyli:

v=R-v (1)
Macierze obrotéw wokoét osi, x1, x9, x3 0 kat @ = 64, 0, 05 wygladaja nastepujaco:

A 1 0 0
Ri=1| 0 cos(6;) —sin(6y) (2)
0 sin(f;) cos(6y)
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cos(fy) 0 sin(6,)
—sin(6y) 0 cos(f2)

X cos(f3) —sin(f3) 0
Rs = | sin(f3) cos(f3) O (4)
0 0 1

Tworzac zlozenia powyzszych macierzy, mozna otrzymac¢ macierz opisujaca rozne
skomplikowane obroty. Robi sie to mnozac macierze (poniewaz mnozenie macierzy
nie jest przemienne wynika z tego, iz kolejno$¢ obrotéw tez nie jest przemienna), a
wiec np.

R, Ry £ Ry Ry (5)

Zadanie sprawdzi¢ wzér (5).

1.2. Predkosé

Niech v(t) oznacza zmiane polozenia dx punktu x(t) w czasie dt:

_dx

V(t)—E:

X (6)
Wielkosé v nazywamy liniowa predkoscia ciala. Jesli cialo jest sztywne, to jest ona
jednakowa dla wszystkich punktow ciata, a wiec jest to réwniez predkosé srodka
masy.

Podczas ruchu, bryla sztywna moze réwniez obracaé sie. Zakladamy tu, ze obrét
nastepuje wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy. O$ mozna reprezentowaé
jako wektor, gdzie dlugo$¢ tego wektora okresla predkos¢ ruchu obrotowego. Kie-
runek wektora definiuje o$ wzgledem, ktérej bryta obraca sie. Jest to tak zwana
predkosé¢ katowa w

a(t)

> <

v(t)

P-X
Rysunek 2. v(t) — predkosé liniowa, w(t) — predkos$¢ katowa



Jesli wektor r obraca sie ze stala predkoscia katowa, wtedy jego pochodna wzgledem
czasu przy zalozeniu niezmiennosci globalnych wspétrzednych jest nastepujaca:
dr  Or
dt — dt
gdy dlugos$¢ r nie zmienia sie, rézniczka ulega uproszczeniu do:
dr
W X T
Wykorzystujac ten zwiazek, zaleznos¢ miedzy macierza obrotu Ri predkoscia katowa
w ciala wyraza si¢ wzorem:

dR

— =0R 7

o (7)

gdzie €2 jest macierza skosna zbudowana ze sktadowych wektora predkosci katowej:
0 —w., wy
—Wy Wy 0

W symulacji znamy poczatkowa posta¢ macierzy obrotu, wiec tatwo mozemy otrzy-
macé jej biezaca postaé, korzystajac z tego, ze w kazdym kroku obliczamy predkosé
katows,.

1.3. Przyspieszenie

Teraz musimy odpowiedzie¢ na pytanie, jak zmienia sie predkosci (liniowe oraz kato-
we) w czasie. Zmiany predkosci liniowej wywoluje dzialajaca sita, a zmiany predkosci
obrotowej wywoluje moment sity. Moment sily (moment obrotowy) dzialajacy na
cialo jest dany nastepujacym rownaniem:

M=rxF 9)

Wektor momentu sity zaczepiony jest w punkcie O, a jego kierunek jest prostopadty
do kierunku plaszczyzny wyznaczonej przez wektory F ir (rys. 3) gdzie M — moment
sity, F' — sita, r — ramie sily.

@)

Rysunek 3. Moment sily
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P-X

Rysunek 4. Sila i moment sily

gdy dzialajaca sila jest przylozona do punktu r; (gdzie r; — wspdhrzedne dowolnego
punktu nalezacego do bryly), moment sity dzialajacy na cialo dany jest wzorem:

M, = (r; — x) x F; (10)

Gdy sita jest przylozona do srodka masy, moment sity zanika (gdyz wtedy ramie sity
r = 0). Calkowita sila dzialajaca na cialo to:

F=)F, (11)

W prostokatnym globalnym uktadzie wspoétrzednych mozemy wektor potozenia, sity
i momentu sily zapisa¢ nastepujaco:

r = xi+ xoj+ a3k
F = Fii+ Fbj+ Fsk
M = M1i+M2j +M3k

Wektor r o wspétrzednych (zq,x2,23) opisuja w ukladzie wspdhrzednych polozenie
punktu przytozenia sity F wzgledem osi obrotu. Wspéhrzedne wektora momentu sity
M wyliczamy, korzystajac ze wzoru (9)

Ml = 332F3 - ,CL’3F2
M2 = J]3F1 — ZL’ng
M3 = SL’lFQ - IQFl
Zalézmy, ze os obrotu przechodzi przez srodek masy ciata. Moment pedu ciala jest

suma liczonych wzgledem osi obrotu momentéw pedu wszystkich czasteczek tego
ciata. Mozna to wyrazi¢ wzorem:

L= Zri X m;(w X r;) (12)

gdzie 1 — numer czasteczki ciala, w — predko$é¢ katowa ciala wzgledem rozwazanej
osi, r; X m;(w X r;) — moment pedu i-tej czasteczki, a jego warto$¢ wynosi m;wr?.



Wiynika to z tozsamosci wektorowej A x (B x C) = B(A - C) — C(A - B). Moment
pedu i-tej czasteczki wynosi:

r; X mi(w x 1) = my [w(r; - 1) — 11 - w)] = mywr? (13)

gdyz iloczyn skalarny r;w = 0 z powodu prostopadtosci tych wektorow.

L—/wr2dm (14)
v

Predkos¢ katowa wszystkich czasteczek ciala sztywnego jest taka sama otrzymujemy:

L= w/ r’dm (15)
v

gdzie V' — objeto$é¢ zajmowana przez cialo'.

Moment bezwtadnosci to miara bezwladnosci ciata w ruchu obrotowym. Im wigkszy
moment bezwladnosci tym trudniej rozkreci¢ dane ciato lub zmniejszy¢ jego predkosé

obrotowa.
I= Z m;r; (16)

Dla ciala sztywnego, ktore nie sklada si¢ z oddzielonych mas punktowych, lecz ma
ciagly (jednorodny) rozklad masy, wyrazenie okreslajace moment bezwladnosci jest
bardziej ztozone. Niech cialo bedzie podzielone na nieskoriczenie male elementy o
rownych masach dm , oraz niech r oznacza odleglo$é¢ kazdego takiego elementu od
osi obrotu. W takim przypadku moment bezwladnosci otrzyma¢ mozna z wyrazenia:

I= / r’dm (17)

gdzie catkowanie jak zwykle odbywa sie po calej objetosci ciata.

1.4. Ped
Ped ciala jest zdefiniowany nastepujaco:
P=Mv, M=> m, (18)

gdzie M — calkowita masa ciala.

Ped punktu materialnego jest réwny iloczynowi masy m i jego predkosci v. Ped jest
wielkoscia wektorowa: kierunek i zwrot pedu jest zgodny z kierunkiem i zwrotem
wektora predkosci.

Sita jest zmiana pedu ciala w czasie, czyli:

P

— =F (19)

Jest to Il prawo dynamiki Newtona.

! w dalszym tekscie opuszczamy V przy calkach objetogciowych



1.5. Tensor momentu bezwladnosci

Tensor momentu bezwladnosci jest macierza o wymiarze 3 x 3. Wystepuje on w
rownaniu wigzacym moment pedu z predkoscia katowa dla danego ciata:

L =Iw (20)

gdzie I - tensor momentu bezwladnosci. Macierz ta obliczana jest w przestrzeni bryty
i jest zdefiniowana:
) I —lha —hs
I=| -1l In —1Ia3 (21)
—I3n —I3 I3

Aby zrozumie¢, skad sie bierze ta macierz, powr6¢my do réwnania ruchu obrotowego:

L— / (r x m(w x 1)) dm (22)

gdzie w — predkos¢ katowa obrotu ciala, r —wektor polozenia elementu masy dm
wzgledem srodka ciezkosci, r x m(w x r)dm — wektor momentu pedu danego elementu
masy.

Ay

dm

P-X

pd

Rysunek 5. Obliczanie momentu bezwtadnosci

r = xi+ x9j+ w3k

W = wli + w2j + (,L)gk
Rozpisujac podwdjny iloczyn wektorowy na wspoélrzedne wektoréw, otrzymujemy:

b / = {l(w +25) o — mizawy — wrzgws] i+

—+ [—Igl’lu)l —+ (Ig + ZE%) Wo — .%'21’3&)3] J +

+ [—1’3371(4)1 — T3ToWo + (l’% + .fg) a)g] k}dm
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Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

IQ3 = 132:/(m2:103)dm

Wyrazenia te sa catkami objetosciowymi. W przypadku gdy bryta ma prosta geo-
metrie jak szescian, sfera czy cylinder, wyrazenia te latwo wyliczy¢é. W przypadku
skomplikowanych geometrii, potrzebne jest zastosowanie metod numerycznych.

Po podstawieniu wyrazen (23) do wzoru na moment pedu otrzymujemy:

L = [lhw — [hwe — Lizws]i+
+ [—Iaws — Ipows — Iosws]j +
+ [—Isiwy — Isows — I33ws] k
2. Zmiana stanu ukladu — implementacja komputerowa

Stan Y (t), w jakim znajduje sie bryta sztywna w chwili ¢, mozna przedstawi¢ w
nastepujacy sposob:

o[ B

w(t) =171 (t)L(t)
] ] x(t) (v>(t)( |
B R(t) | | w()R(t
Gy = P |~ F(t) (24)
L(t) M(t)



Roéwnanie (24), jest réwnaniem rézniczkowym, ktére musimy rozwiazaé¢ w celu ob-
liczenia polozenia i orientacji bryly sztywnej w réznych chwilach czasowych. Row-
nanie bedziemy rozwiazywali numerycznie stosujac prosta metode Eulera. Poniewaz
nie znamy dokladnego rozwiazania réwnania rézniczkowego. Nowy stan otrzymamy
na podstawie stanu poprzedniego plus rozmiar kroku czasowego przemnozony przez
pochodna z kroku poprzedniego.

Y(tivn) = Y(t) +hx Y'[Y (1))

gdzie h — wielkos¢ kroku czasowego. Niestety metoda Eulera jest niewystarczajaca
dla stabilnej symulacji (wprowadza zbyt duzy btad obliczeniowy). Jedna z mozliwosci
poprawienia rozwiazania jest zastosowanie lepszej metody numerycznej. Mozemy
zastosowaé metode Heuna zwana niekiedy ulepszona metoda Eulera.

V() = V() + 5 (Y [V () + 0 [ (@]

3. Zastosowanie kwaternionéw zamiast macierzy obrotu

Kwaternion jednostkowy moze zostaé¢ zastosowany do reprezentacji obrotu wokot
osi w przestrzeni tréj-wymiarowej. Zaleta zastosowania kwaternionéw jest to, ze
zawieraja taka sama ilo$¢ informacji co macierz obrotu, ale potrzeba tylko czterech
parametrow do opisania tego obrotu. Macierz obrotu zawiera dziewig¢ elementéw do
opisania trzech punktow swobody.

Kwaternion sklada si¢ z dwéch elementow, gdzie jeden jest skalarem a drugi wekto-
rem trzy-elementowym:

q=[s,v] =[5, , ay, -] (25)
gdzie v — wektor g,i+ q,j + ¢k, a s — skalar.
Kwaterniony sa rozszerzeniem liczb zespolonych, Liczby zespolone zawieraja para-

metr 7:
ki =—1

W kwaternionach rozszerzono koncepcje pierwiastka z —1 do trzech pierwiastkéw z
—1, okreslanych jako i, j, k:

ixi = —1
jxj = -1
kxk = -1

Mnozenie par tych elementéw zachowuje sie podobnie do liczenia iloczynu wektoro-
wego typowych trzech osi tréojwymiarowej przestrzeni:

ixj = —jxi=k
jxk = —kxj=i
kxi = —ixk=]



Tylko kwaterniony jednostkowe definiuja obroty, musi on spetia¢ warunek:
SHG+q+g¢=1

Przy obrocie o kat 6 wokdl osi reprezentowanej przez jednostkowy wektor u (gdzie
u= |z—|) kwaternion okreslajacy ten obrot moze zostaé zapisany w postaci:

q = [cos(0/2),sin(0/2)u]

Rysunek 6. Kwaternion reprezentujacy obrét

Na rysunku 6 zaprezentowano kwaternion obrotu dla dowolnego ciala sztywnego
obracajacego sie wokol osi wyznaczonej przez wektor u przechodzacej przez $rodek
masy.

Mnozenie dwoch kwaternionéw jest zdefiniowane nastepujaco:
[Sl,Vl] * [SQ,VQ] = [8182 — V1 +V9,51V9 + S9v1 + vy X Vg] (26)

Uzycie kwaternionéw w symulacji komputerowej do reprezentacji orientacji ciala
sztywnego przypomina, uzycie w tym celu macierzy obrotu. Najpierw tworzymy
kwaternion opisujacy orientacje poczatkowa ciata w chwili £5. Potem w kazdym kolej-
nym kroku czasowym uaktualniamy orientacje ciata, korzystajac z wektora predkosci
katowej wyliczonego w danym kroku. Rownanie rézniczkowe laczace reprezentujacy
orientacje kwaternion z wektorem predkosci katowej bardzo przypomina analogiczne
réwnanie dla macierzy obrotu (7) i ma postac:

dq 1

A Zw 27

o = wd (27)
Tutaj predkos¢ katowa, przedstawiona jako kwaternion, ma postaé [0, w] i jest zapisa-
na w zewnetrznym nieruchomym uktadzie wspélrzednych. Jezeli w zostanie zapisane
w lokalnym uktadzie wspélrzednych zwiazanym z obracajacym sie cialem (przestrzeni
bryly sztywnej), nalezy uzy¢ réwnania:

dq 1

— = —qQw

at ~ 24
7 kwaternionu mozemy skonstruowa¢ macierz obrotu:

1— 2v§ —2vZ 2v,v, —2sv, 2v,V,—2sv,
2v,vy, +2sv, 1—2v2Z—2vZ 2v,v, —2sv,
2v,v. — 25V, 2v,v, +2sv, 1 —2vi—2v;
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Analogicznie do macierzy obrotu, kwaterniony moga by¢ stosowane do obracania
z s’ . . . !

punktéw lub wektorow. Jezeli v jest wektorem przed obrotem, a v — wektorem

obréconym przez kwaternion q, zaleznosé¢ miedzy nimi wyraza sie wzorem:

v = qvq* (28)
gdzie q* jest kwaternionem sprzezonym z kwaternionem q:
q>k =S5 = qgci + Qyj + sz (29>

Stan ukladu Y'(t), mozemy zapisaé zastepujac macierz obrotu reprezentacja kwater-
nionowa;:

czyli:

4. Poduszkowiec

przypomnijmy, ze druga zasada dynamiki Newtona opisuje ruch ciala, i wyraza sie
Wzorem:
F =ma (30)

Jezeli mamy do czynienia z cialem sztywnym musimy pamietac¢, ze dzialajace na nie
sity beda powodowaly nie tylko jego ruch postepowy, ale rowniez obrotowy.

Ruch obrotowy to taki ruch, w ktérym wszystkie punkty bryly sztywnej poruszaja
sie po okregach o $rodkach lezacych na jednej prostej zwanej osia obrotu. Np. ruch
Ziemi wokot wilasnej osi. Jest to ruch zlozony z ruchu postepowego srodka masy
danego ciata oraz ruchu obrotowego wzgledem pewnej osi. Srodek masy ciala mozna
uwazaé za punkt materialny. Do opisania ruchu obrotowego uzywa sie odmiennych
pojeé¢ od uzywanych do opisania ruchu postepowego.

Druga zasada dynamiki jest podstawowym prawem ruchu obrotowego.

dL
F=M="2= 31
rx — (31)
gdzie M jest momentem sity wzgledem obranego punktu odniesienia, a L — kretem

(momentem pedu) wzgledem tego samego punktu odniesienia.

Jezeli obrét odbywa sie wzgledem osi stalej lub sztywnej woéwczas druga zasada
dynamiki dla ruchu obrotowego moze by¢ napisana w nastepujacy sposob:

dw
M=I—=] 32
o = le (32)
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gdzie € — przyspieszenie katowe, w — predkos¢ katowa, I — moment bezwladnosci.

) $ X Sita cagu lewego silnik
Srodek cezkosci ' kierunkowego
N
\ i
\ |
. :
sita chgu Xy

Sita chgu prawego silnil
kierunkowego

Rysunek 7. Schematyczny model poduszkowca

Podczas symulacji ruchu poduszkowca musimy w pierwszym kroku obliczy¢ wypad-
kowe sily oraz momenty sit dzialajace na cialo, uwzgledniajac rowniez opor aerody-
namiczny.

Zacznijmy od policzenia sit i momentow sit generowanych przez silniki napedowe.
oznaczmy F, jako wypadkowa sile dzialajaca na poduszkowiec, oraz M, jako wy-
padkowy moment sity dziatajacy na poduszkowiec. Dodatkowo F|. — sitla generowana
przez silnik tylny znajdujacy sie na osi x;, F; — sita generowana przez lewy silnik
znajdujacy sie z przodu z lewej strony poduszkowca, F, — sila generowana przez
prawy silnik.

Zmamy sile ciagu generowana przez poszczegolne silniki, mozemy wiec zapisac:

Fw:Fc+E+Fp (33>

Oznaczmy potozenie silnikéw w ukladzie zwiazanym z poduszkowcem jako: r. —
potozenie silnika tylnego, 7, — polozenie lewego silnika, r, — potozenie prawego silnika.

Przypomnijmy, ze gdyby sita przylozona byla do $rodka masy, moment sity wynosit
by zero. Poniewaz w naszym przypadku silniki nie sa umieszczone w $rodku ciezkosci,
moment sity policzymy jako iloczyn wektorowy dzialajacej sity i ramienia (czyli w
naszym przypadku wektora opisujacego potozenie danego silnika).

M.=r.x F, (34)
M, =r x F (35)
M, =1, x F, (36)
oraz wypadkowy moment sity:
M, = M.+ M; + M, (37)

Sita wypadkowa dzialajaca na cialo zostala policzona w lokalnym ukladzie zwiazanym
z cialem, nalezy ja przetransformowaé¢ do uktadu wspoétrzednych $wiata, dokonujac
obrotu wektora sity wypadkowej.
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Po wyznaczeniu sit oraz momentow sit nalezy scatkowaé¢ rownanie ruchu postepowego
oraz obrotowego i wyznaczy¢ nowa predkosé liniowa, katowa oraz potozenie.

Rozpoczynamy od wyznaczenia przyspieszenia liniowego:

Fy
a=—
m
nastepnie korzystajac z zaleznosci
dv
— =aq
dt

wyznaczamy zmiane predkosci dv = a * dt 1 wyznaczamy predko$¢ w kroku n + 1
jako:
Upt1 = Up + dv

Wyznaczamy w kolejnym kroku nowe polozenie obiektu wyznaczajac zmiane podio-
zenia korzystajac z zaleznosci

ds

dt
czyli zmiana polozenia = v * dt i znajac polozenie w chwili n wynoszaca s, wyzna-
czamy nowe potozenie

v

Spi1 = Sp + ds

Kolejnym krokiem jest catkowanie rownan ruchu obrotowego.

Wyznaczamy przyspieszenie katowe e, obrot odbywa sie wzgledem stalej osi wiec
druga zasada dynamiki dla ruchu obrotowego sprowadza sie do postaci:

M =I¢e
gdzie M-moment wypadkowy, I — moment bezwladnosci, € — przyspieszenie katowe.

Czyli e = M1, zmiana predkosci katowej dw w czasie oznacza przyspieszenie ka-
towe

L
St
czyli
dw =¢exdt

Zmajac zmiane predkosci katowej mozemy obliczy¢ nowa predkosé katowa w chwili
n + 1 jako

Wna1 = Wy + dw
znajac nowa predkosé¢ katowa mozemy wyznaczy¢ zmiane kata korzystajac z zalez-
nosci, ze zmiana kata w czasie oznacza predkos¢ katowa czyli

o
pri w
czyli
df = w *dt
znajac przyrost kata mozemy wyznaczy¢ nowa orientacje ciata
Oni1=0,+do
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5. Kolizje oraz sily kontaktu

Waznym elementem podczas symulacji bryly sztywnej jest sytuacja kontaktu dwaéch
bryt oraz ich kolizja. Aby mozna bylo wyznaczy¢ sity jakie dzialaja na bryly w
momencie kolizji, trzeba najpierw wykry¢ sytuacje wystapienia kolizji. Skupimy sie
wylacznie na brylach bedacymi wieloscianami wypuklymi. W pierwszym kroku przyj-
rzyjmy sie wierzchotkowi wieloscianu (na rysunku (8) reprezentowanym przez punkt)
kolidujacemu z plaszczyzna.

tc

to+At
Rysunek 8. Kolizja punkt - plaszczyzna

Na rysunku 8 wida¢, ze w chwili ¢g kolizja jeszcze nie nastapila. Kiedy wykonamy
jeden krok obliczeniowy (krok czasowy At) punkt znajduje sie ponizej plaszczy-
zny.Kolizja powinna wystapi¢ w chwili ., ktora jest pomiedzy tg a to+ At. Poniewaz
nie wiemy jak zachowal sie punkt w czasie pomiedzy to i to + At nie jesteSmy w
stanie wyznaczy¢ analitycznie czasu ¢..

Zazwyczaj w celu poradzenia sobie z tym problemem wykorzystujemy metode bi-
sekcji. Sprawdzimy zachowanie punktu w chwili czasowej to + %At. Jesli i w tym
przypadku punkt znajdzie sie ponizej plaszczyzny sprawdzimy polozenie w chwili
czasowej to + }lAt, jesli jednak nie nastapi penetracja w chwili czasowej £y + %At
sprawdzimy polozenie punktu w chwili czasowej o+ %At. Bedziemy tak postepowali
az do momentu kiedy punkt nie znajdzie sie¢ w pewnym przedziale tolerancji ¢ od
plaszczyzny.

to

tot+At

Rysunek 9. Znalezione t. z tolerancja e
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Algorytm ten mozna przyspieszy¢ wyznaczajac prosta przechodzaca przez polozenie
punktu w chwili ¢y oraz to + At, nastepnie wyznaczajac punkt przeciecia tej prostej
z plaszczyzna.

Warto zauwazy¢ ze w wiekszosci przypadkéw wielosciany beda kolidowaly z innymi
wieloscianami a nie tylko z plaszczyznami.

5.1. Algorytm Lin-Canny

Niezmiernie szybki algorytm dzialajacy na zasadzie wyszukiwania najblizszych ele-
mentéw (Scian, krawedzi, wierzchotkéw) pomiedzy para wieloScianéw wypuktych.
najlepiej pokazaé¢ zasade dziatania algorytmu w przestrzeni dwu wymiarowej. Alo-
grytm ten bazuje na regionach Voronoi. Rozwazmy wielokat przedstawiony na rysun-
ku 10, wielokat ten ma osiem elementéw: cztery wierzchotki oraz cztery krawedzie.

Rysunek 10. Wielokat i jego regiony Voronoi

Dla kazdego elementu F', zbior punktéw blizszych elementowi F' niz jakiemukolwiek
innemu elementowi jest nazywany regionem Voronoi i oznaczany V (F'). Konstrukcja
regiono dla wielokata jest dos¢ prosta. Z kazdego wierzchotka prowadzimy promienie
wychodzace na zewnatrz prostopadle do krawedzi zawierajacej dany wierzchotek.
Promienie te tworza brzegi regionéw Voronoi. Region Voronoi jest to nieskonczo-
ny stozek lezacy pomiedzy dwoma promieniami wyprowadzonymi z tego samego
wierzchotka. Region Voronoi dla krawedzi jest to pot nieskonczony prostokat lezacy
pomiedzy dwoma réwnoleglymi promieniami wychodzacymi z wierzchotkéw wcho-
dzacych w sktad krawedzi. Regiony Vornoi dziela przestrzen na zewnatrz wielokata.

Twierdzenie 1. Niech bedq dane dwa nieprzecinajgce sie wielokaty A © B, niech a
i b beda nagblizszymi punktami pomiedzy elementem F, wielokata A, natomiast Fy
wielokqta B. Jezeli a i b sq nagblizszymi punktami pomiedzy A i B wtedy a € V (F})
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i b€ V(F,) (dla uproszczenia pomijamy przypadki kiedy punkty leza na brzegach
regionow)

Dowéd 1. Zaldimy, Ze a ¢ V(F,). Wtedy aznajduje sie w jakims innym regionie
Vornoi np. V(F,) i a jest blizsze F,. niz jakiej kolwiek innego elementu B. Poniewaz
be Fy, czylib & F,, tak wiec a i b nie mogaq byé najblizszymi punktami. identycznie
rozumugemy kiedy b ¢ F,. O

Twierdzenie 2. Dane sq dwa wypukle nie przecinajace sie wielokqty A © B, niech
a 1 b bedg najblizszymi punktami pomiedzy elementem F, wielokqgta A, natomiast
Fy, wielokata B. Jezeli a € V(Fy,) oraz b € V(F,), wtedy a oraz b sa najblizszymi
punktami pomiedzy A i B

A |

Rysunek 12. a i b nie sa najblizszymi punktami

Na rysunku 12 punkt b znajduje sie w regionie Voronoi F,, jednak a nie znajduje sie
juz w regionie Voronoi Fj, a lezy po ztej stronie promienia wychodzacego z b
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