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I. WAHAD+tO PROSTE

Wahadlem nazywamy cialo zawieszone ponad swoim punktem réwnowagi. Wytracone z potlo-
zenia spoczynku wykonuje wahania (drgania) w plaszczyznie pionowej pod wplywem sily grawitacji.

Szczegdlnym przypadkiem wahadla jest wahadlo proste: punkt materialny zawieszony na niewazkiej
i nierozciagliwej nici. Wahadlo proste to matematyczna idealizacja wahadla fizycznego. Wahadlo
proste wraz z dzialajacymi na nie silami przedstawiono na Rysunku 1.

Rysunek 1 Sity dziatajace na wahadlo: sita grawitacji Fy oraz jej sktadowe: styczna F; i radialna F, gdzie
I — dlugo$é nici, T — sila naprezenia nici, 6 — kat wychylenia wahadla. O$rodek ukladu wspétrzednych O
umieszczony w punkcie zawieszenia wahadla, tak ze polozenie réwnowagi znajduje sie w P, = (0, —1) (RR93)

Opis sit oddziatujacych na wahadto

Zgodnie z II zasada dynamiki Newtona, aby wprawi¢ w ruch pozostajace w spoczynku cialo
potrzebna jest dzialajaca niezréwnowazona zewnetrzna sita. Aby moéc opisaé ruch wahadta,
przeanalizujmy sity dzialajace na punkt materialny.

Zewnetrzna sita grawitacji Fy; jest réwna:
F, = —myg, (1)
gdzie m — masa wahadla, g — stata przyspieszenia ziemskiego. Poniewaz srodek uktadu odniesienia

O umieszczony jest w punkcie zawieszenia wahadla, a przyspieszenie ziemskie skierowane jest w
ddl wzgledem tego punktu, prawa strona réwnania (1) jest ze znakiem minus.
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Sile F, opisa¢ mozna za pomoca dwéch sktadowych: radialnej oraz stycznej do toru ruchu wahadla.
Wielkosci obu sktadowych sit podlegaja dynamicznym zmianom w zaleznoéci od kata wychylenia 6
wahadta z polozenia réwnowagi. Sktadowa radialna F). jest zawsze réwnowazona przez sile napre-
zenia nici T'. Warto$¢ silty stycznej Fs okreslona jest wzorem:

Fy =F,sinf = —mgsiné (2)
Zakladamy, ze ruch wahadta bedzie odbywal sie w zakresie malych odchylen katowych od polozenia
rownowagi. Dla maltych katéw mozemy przyjaé, ze kat odchylenia § wahadla od pionu jest bardzo
bliski! sin 8:
sinf ~ tgf ~ 0, (3)
zgodnie z tym zalozeniem upraszczamy réwnanie (2) do nastepujacej postaci:

Fy = —mgb 4)

Zalozene o matych katach upraszcza réwnanie ruchu wahadta prostego na tyle, ze jesteSmy w stanie
rozwiazaé je zar6wno numerycznie jak i analitycznie.

Réwnanie ruchu wahadta

Oddzialywanie na wahadlo sitly F nadaje glowicy wahadla predko$é vs. Jest to predko$é styczna do
toru ruchu wahadta o tym samym zwrocie co sita F. Mechanika klasyczna umozliwia powigzanie
predkosci stycznej do toru ruchu po okregu z predkoscia katowa w (przy stalej dtugosci wahadla [
oraz dla malych katéw) poprzez réwnanie:

vs = lw, (5)
de
w = Ev (6)

Znajac zwiazek predkosci stycznej do katowej, mozemy wyprowadzié¢ réwnanie ruchu wahadta pro-
stego. Druga zasada dynamiki Newtona opisuje ruch (przyspieszenie) ciala jako efekt dzialajacych
na to cialo sit (wzér ogélny):

F

— = Qa 7

— 7)
gdzie a jest przyspieszeniem ciala. Przyspieszenie jest zmiang predkosci w czasie a = %’. W opisy-
wanym przypadku jest to predkosé styczna do toru ruchu wahadta v = v,. Wyprowadzmy réwnanie
ruchu w formie rézniczkowej, uzywajac poznang wczesniej zalezno$é predkosci stycznej z katowa.
Do wzoru (7) podstawimy réwnania (5) oraz (6):

E_@_dvs_d(lw)_d(lfl—f)_l@ ®
m dt  dt  dt  dt  dt?

Sita wymuszajaca ruch wahadla jest sita sktadowa styczna F, mozemy teraz uzupelnié¢ réwnanie (8)
wyrazeniem (4) poprzez podstawienie F' = Fj:

_ 2
F; _ mgf _ lﬁ )

m m dt?
1 na przyktad:
0 sin Réznica w %
0° = 0.00000 rad 0.00000 0.00
2° = 0.03491 rad 0.03490 0.03
5° = 0.08727 rad 0.08716 0.24
10° = 0.17453 rad  0.17365 0.50
15° = 0.26180 rad 0.25882 1.14
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Upraszczajac wyrazenie (9) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu opisujace ruch wa-
hadtla prostego:

a9  —gb
P (10)

Rozwiazaniem tego réwnania jest zaleznos$é polozenia katowego wahadta od czasu 6(t). Na podstawie
tej zaleznosei, dla kazdej chwili czasowej mozliwe jest okreslenie polozenia wahadla P(t) = (z,y).
Wspélrzedne x oraz y dla danego kata wychylenia wahadla wyznaczyé mozna z zaleznoéci trygo-
nometrycznych (patrz tez Rysunek 1):

x =lsind, (11)
y = —lcosf (12)
Il. ZADANIA
Zadanie 1 (5 punktéw)

Prosze napisa¢ program komputerowy realizujacy symulacje ruchu wahadta prostego rozwiazujac
numerycznie metoda Eulera (pierwszego rzedu) réwnanie ruchu wahadta.

Wyznaczy¢ energie potencjalng E, oraz kinetyczng Ej wahadla w kazdej chwili czasowej, policzy¢
energie catkowita E.. Czy E. = const? (stworzy¢ tabele wynikéw, przedstawi¢ wykres przebiegu

energii w czasie oraz sumy energii w czasie). Zinterpretowaé wyniki.

Symulacje prosze przeprowadzi¢ dla dla okresu n sekund, przy kroku symulacji At = ms.

Zadanie 2 (5 punktéw)

Prosze przeprowadzi¢ symulacje wahadla za pomoca trzech poznanych metod numerycznych
(metody Eulera, ulepszonej metody Eulera oraz Rungego-Kutty).

Wyznaczy¢ zaleznos$é predkosci od czasu (tabelka wynikéw oraz wykres) dla kazdej z metod.

Ktéra z nich daje najlepsze wyniki przyblizenia? Jaki jest blad Sredni kazdej z metod wzgledem
rozwiazania analitycznego? Ktora z metod jest najmniej stabilna i od czego zalezy jej stabilno$¢?
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Dodatek A: Wzory pomocnicze
Energia potencjalna:
E, =mg(y+1), y<O0

Energia kinetyczna:

V)

mu
Bi ==~
Energia caltkowita:
E.=E,+E;

(A1)

(A2)

(A3)

Rozwiazanie analityczne réwnania ruchu uproszczonego modelu wahadla (zalozenie o malych

katach) jest tozsame z réwnaniem oscylatora harmonicznego prostego i ma postaé:

8 =80,,sin (ﬁ t)

Dodatek B: State

Przyspieszenie ziemskie normalne (na szerokosci geograficznej 45° i poziomie morza):

g =9,80665%

Masa glowicy wahadta:
m = lkg

Dhugos¢ nici:
l=1m

Maksymalne wychylenie wahadla:
0, = 15°

(A4)



