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Laboratorium IlI: Modelowanie proceséw fizycznych
Skrypt do ¢éwiczen

Katedra Metod Komputerowych Techniki
Polsko—Japoriska Wyzsza Szkota Technik Komputerowych

I. KINETYKA

Kinetyka zajmuje si¢ ruchem cial pod wplywem dzialajacych na nie sit. Najwazniejszym prawem kinetyki jest druga
zasada dynamiki Newtona:

Gdy na cialo dziala sita wypadkowa (wektorowa suma sit dzialajgcych), to cialo porusza sie ruchem przyspieszonym.
Kierunek i zwrot tego przyspieszenia sq¢ zgodne z kierunkiem sity wypadkowej. Przyspieszenie ruchu ciala jest wprost
proporcjonalne do wartosci sity, a odwrotnie proporcjonalne do masy ciala.

Prawo to mozemy sformutowaé jako réwnanie ruchu:

F = ma, (1)

gdzie: F' — wektorowa suma wszystkich dziatajacych na cialto sil, m — masa ciala, a — przyspieszenie ciala.
Znajac mase oraz sile wypadkowa dzialajaca na cialo, mozemy okresli¢ jego przspieszenie, a w konsekwencji jego
predkos¢ oraz przemieszczenie.

Przyspieszenie ciala jest zmiang predkosci w czasie co zapisujemy w formie rézniczkowe;j:

dv
== 2
“T @
Mozemy teraz uzupeié¢ réwnanie ruchu (1) poprzez podstawienie wyrazenia (2):
dv
F=m— 3
dt (3)
Predko$é v ciala jest zmiang jego polozenia w czasie, co w formie rézniczkowej przedstawimy jako:
ds
v=— 4
dt )
Uzupehijmy réwnanie ruchu (3) poprzez podstawienie wyrazenia (4):
a(%)
F=m—4’ 5
m— (5)
upraszczajac:
d*s
F=m—: 6
mes (6)

Réwnanie ruchu przyjeto posta¢ réwnania rézniczkowego drugiego stopnia. Rozwiazaniem tego réwnania jest zalez-
no$¢ predkosci ciata w czasie v(t) oraz jego polozenia w czasie s(t). Rozwigzanie otrzymujemy poprzez scalkowanie
réwnania (6) po czasie otrzymujac zaleznosé v(t), oraz przez ponowne scatkowanie po czasie,otrzymujac zaleznosé s(t).
Ogodlna procedura rozwiazywania probleméw kinetycznych:

1. Okreslenie wlasciwosci ciala (w przypadku punktu materialnego — jego masy)

2. Obliczenie sily wypadkowej dzialajacej na cialo (suma wektorowa wszystkich sil zewnetrznych oraz sil reakeji)

3. Rozwiazanie rownania ruchu

4. Scalkowanie réwnania ruchu po czasie w celu okreslenia predkosci, czyli zaleznosei predkosci od czasu v(t)

5

. Ponowne scalkowanie po czasie w celu okreslenia przesuniecia, czyli zaleznosci polozenia od czasu s(t)
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Problem swobodnie spadajacego ciata

Rozwiazmy przyktadowy problem ruchu — spadek swobodny. Punkt materialny umieszczony jest w polu grawitacyj-
nym. Przedstawia to rysunek 1:

Rysunek 1 Sily dzialajace na punkt materialny: Fy, — sita grawitacji, m — masa ciala. Osrodek uktadu wspoéirzednych O
umieszczony punkcie spoczynku ciata, tak ze polozenie poczatkowe ciata so=(0,0).

Naszym zadaniem jest prze$ledzenie ruchu tego ciala, a wiec okreslenie jego poloznia w dowolnym rozpatrywanym
czasie. Rozwiazaniem jest wspomniana zalezno$é przesuniecia od czasu s(t). Postuzymy sie zaproponowana wezesniej
0g6lng procedura rozwiazywania podobnych problemoéw:

1. Punkt materialny ma stata mase m

2. Okreslenie sit dzialajacych na cialo. Jedyna sila dzialajaca na znajdujace sie w spoczynku cialo jest sila grawi-
tacji:

Fg = —mg, (7)

gdzie g — przyspieszenie ziemskie. Pod wplywem stalej niezréwnowazonej zewnetrznej sily, spoczywajace

swobodnie cialo zaczyna poruszaé si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym. Poniewaz $rodek ukladu odniesienia

O umieszczony jest w punkcie poczatkowego swobodnego spoczynku ciala, a przyspieszenie ziemskie skierowane
jest w ddl wzgledem tego punktu, prawa strona réwnania (7) jest ze znakiem minus.

3. Mozemy teraz sformulowac¢ réwnanie ruchu dla ciala swobodnie spadajacego. Poniewaz jednyna sila dzialajaca
na punkt materialny jest sila grawitacji uzupelimy réwnanie (3) wyrazeniem (7) tak ze F' = Fy:

dv
g =m, ®)

upraszczajac:
dv  d’s

@ ==Y ®)

4. Aby znalezé zalezno$é predkosci ciala od czasu v(t) musimy scatkowaé po czasie réwnanie ruchu (9). Prze-
ksztalémy je do postaci umozliwiajacej bezposrednie calkowanie:

dv = —gdt, (10)
scatkujmy obie strony réwnania:

Jdv=[—gdt=—g [dt
v=—gt (11)

5. Aby odnalez¢ zalezno$é potozenia ciala w okeSlonym czasie wykonywania ruchu s(¢) musimy ponownie scatkowaé
réwnanie ruchu po czasie. Zeleznosé predkosci od zmiany polozenia wyrazona jest wzorem (4), przeksztalcimy
go do postaci umozliwiajacej bezposrednie calkowanie podstawiajac jako predkosé v wyrazenie (11):

ds =vdt = —gtdt (12)
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scatkujmy obie strony réwnania:

Jds=[—gtdt =—g [tdt,

42
s =4 (13)

Na podstawie réwnan (11) oraz (13) obliczyé mozna predko$é oraz poltozenie ciala dla kazdej zadanej chwili czasowej t.
Przedstawione tutaj rozwigzanie jest rozwigzaniem analitycznym. W tym przypadku rozwiazanie ukladu réwnan
ruchu (poprzez catkowanie) bylo proste, niestety wiele probleméw nie ma w ogdle rozwiazania analitycznego (danego
wzorami), lub korzystanie z takich rozwiazan jest uciazliwe ze wzgledu na ich zlozono$é. W takich przypadkach
pozostaja nam metody numeryczne. W szczegdlnosci dotyczy to probleméw symulacji.

Na tym samym przyktadzie przedstawimy rozwiazanie catkowania ruchu metodami numerycznymi.

Il. NUMERYCZNE CA£KOWANIE ROWNANIA RUCHU

Powtérzymy kroki 3 oraz 4 catkowania rownania ruchu. Tym razem wykonamy je numerycznie:

4. Przypomnijmy réwnanie ruchu ciala spadajacego swobodnie (10):
dv = —gdt

Jedna z interpretacji tego réwniania jest stwierdzenie ze nieskonczenie mala zmiana predkosci dv ciala jest
rowna iloczynowi przyspieszenia ziemskiego i nieskonczenie malej zmienie czasu dt. W catkowaniu numerycznym
mamy do czynienia z warto$ciami dyskretymi — zaréwno krok czasowy jak i zmiana predkosci sa okreslonymi
przedziatlami.

f;; dv=—g ftto dt, (14)

Calkujemy na przedzialach oznaczonych, tak ze dyskretny przyrost czasu ciala w polu grawitacyjnym prowadzi
do dyskretnego przyrostu predkosci:

Av = —gAt, (15)
gdzie zmiana predkosci jest roznicg predkosci chwilowej v, oraz predkosci poczgtkowej vgy:
Av = (v — ) (16)

Roéwnanie (15) pozwala jedynie oszacowaé zmiane predkosci ciala w okreslonym przedziale czasu. Aby okresli¢
przyblizona wartosé predkoscei chwilowej (po czasie At) musimy znaé predko$é poczatkowa vg. Precyzyjne okre-
Slenie warunkéw poczatkowych ma bezposredni wplyw na dokladno$¢ przyblizenia numerycznego. Przepiszemy
réwnanie (15) podstawiajac wyrazenie (16):

(v —wg) = —gAl,
v =1y — gAt (17)

Predkos$¢ chwilowa ciata swobodnie spadajacego jest suma predkosdci poczatkowej oraz predkosci nabytej na
skutek dzialania przyspieszenia grawitacyjnego w dyskretnym kroku czasowym.

5. OkresliliSmy predko$é¢ chwilowa. Sprobujmy okresli¢ polozenie chilowe ciala dla okreslonego momentu ruchu.
Wréémy na chwile do zaleznosci zmiany polozenia od predkosci, przedstawionej réwnaniem (12):

ds =wvdt

Ponowanie catkujemy réwnanie ruchu postgpowago aby otrzymaé przesuniecie. Podobnie jak w réwnaniu (14)
catkowanie odbywa sie na okreslonych przedziatach. Zmiana potozenia jak i czas sg wartoSciami skonczonymi:

f:o ds =w fti dt, (18)

Calkujemy na przedziatach oznaczonych, tak ze zmiana polozenia ciala jest réwna drodze jakie przebywa ciato
poruszajace si¢ z predkoscig v przez w czasie t:

As = v At, (19)
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gdzie As jest réznicg polozenia chwilwego s oraz poczgtkowego Sg:
As = (s — sg) (20)

Ponownie, aby precyzyjnie okresli¢ polozenie chwilowe ciala musimy znaé precyzyjnie jego polozenie poczatkowe.
Przepiszemy réwnanie (19) podstaiwajac (20):

s — s = VAL,

s =50+ vAt (21)

W ten oto nieformalny sposéb wyjaéniliémy metode catkowania numerycznego zwana takze metodq Fulera.

11l. METODA EULERA

Bardziej rygorystyczny opis metody Eulera wykonamy postugujac sie ogdélnym rozwinigciem funkcji predkosci od czasu
v(t) w szereg Taylora. Rozwiniecie w szereg umozliwia obliczenie przyblizonej wartosci funkcji w pewnym punkcie, gdy
znamy jej wartos¢ i pochodna w punkcie sasiednim. To przyblizenie ma postaé¢ nieskonczonego szerego wielomianowego:

2
(&0 ] S

Pierwsza pochodna predkosci definiowali$my wezesniej jako v'(t) = f%’. Znajac warto$¢ funkeji v(t) oraz jej pochodnej
v'(t) mozemy obliczy¢ v(t + At) (wartoéé funkcji w nastepnym kroku czasowym). Poniewaz nie wiemy nic na temat
drugiej, trzeciej i pozostatych pochodnych funkcji, przyblizenie szeregiem Taylora obcinamy na wyrazie (At)v'(t):

v(t+ At) = v(t) + (At)v' (1), (23)

(At)?

v(t+ At) = v(t) + (At (t) + 3]

" L (22)

co jest réwnowazne z wyrazeniem (?7).

Btad obciecia, btad zaokraglen, stabilno$¢

Pominiete wyrazy szeregu, stanowia btad metody Eulera, tzw. blgd obciecia. Pamietajmy ze im wyzsza pochodna
funkcji tym jej warto$¢ mniejsza, stad ich wplyw na wartosé calego przyblizenia maleje. Poniewaz w metodzie Eulera
obcinamy wszyskie elementy szeregy poza pierwsza pochodna, mowimy ze jest to metoda pierwszego rzedu wzgledem

rozwiniecia w szereg Taylora. Mdowi si¢ tez o bledzie metody aproksymacyjnej, dla metody Fulera: jest to btad rzedu
(Aan)?

5| v (t) Jak wida¢ na rysunku 2

(At)? ze wzgedu na dominujaca warto$é w odrzuconej czesci szeregu réwna [
v

Wartost dokiacha
Blad
Warto$é przyblizona

!
to to+ Al

Rysunek 2 Krok catkowania metoda Eulera, warto$é¢ funkeji gltadkiej przyblizona przez lamana.

poprzez zmniejszenie kroku czasowego catkowania numerycznego, otrzymaé¢ mozna lepsze przyblizenie wartosci
doktadnej funkcji. Wiaze sie to jednak ze wzrostem liczby obliczen, a takze szybsza akumulacjg bledéw zaokraglen.

Bledy zaokraglen wynikaja z problemu reprezentacji liczb w komputerze. Podczas zamiany liczb z systemu dziesietnego
na dwoéjkowy dokonywane jest przyblizenie liczby dziesietnej tak by zmiescita si¢ w ilodci bitéw dozwolonych przez
dany typ (przkladowo, rzutowanie do typu double na procesorze klasy x86 zaokragla warto$é do mieszczacej sie na
64 bitach). Przyklad: 0.1 nie mozna przedstawi¢ w systemie dwéjkowym w postaci skoficzonej ilosci cyfr: % + 3% +

1 1 1 1 1 —
556 T 513 T 7096 T 5193 T sEsze = 00999908
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Przyktadowy kod metody Eulera

Ponizej przedstawiamy wycinek kodu realizujacego krok metody Eulera dla omawianego przypadku spadku swobod-
nego ciata:

void krokeuler (double dt)

double F; /* sita wypadkowa dziatajaca na ciato */
double g; /* stata przyspieszenia ziemskiego */
double vn; /* nowa predkosc w chwili t + dt */
double sn; /* nowe potozenie w chwili t + dt */

/* obliczenie sity wypadkowej */
F=m=xg;

/* obliczenie przyspieszenia a = g */
a=F/ m

/* obliczenie nowej predkosci w chwili t + dt,
*x gdzie v oznacza predkosc poczatkowg (w chwili t) */
vh = v + (a *x dt);

/* obliczenie nowego potozenia w chwili t + dt,
*x gdzie s oznacza potozenie poczgtkowe (w chwili t) */
sn =s + (vn * dt);

/* podstawienie nowych wartosci potozenia i predkosci */
vV = vn;
vV = sn;

IV. METODA RUNGEGO-KUTTY Il RZEDU (METODA PUNKTU gRODKOWEGO)

Metoda Eulera jest wysoce nieprecyzyjna w poréwnaniu z innymi, bardziej ztozonymi metodami numerycznymi.
Falszujace wyniki aproksymacji bledy obciecia jak i jej niestailnosé¢ sprawia, iz nie jest rekomendowana do zadan
praktycznych. Przypomnijmy, metoda Eulera przybliza kolejny element funkcji na podstawie wartosci oraz pochodnej
w jej punkcie poprzednim. Przyblizenie to bierze pod uwage tylko jeden element wzgledem rozwiniecia wartosci funkcji
w szereg Taylora. Oznacza to iz rozpatrujemy tylko pierwsza pochodna funkcji w danym punkcie do okreslenia jej
wartosci w punkcie nastepnym. Przedstawiono to na rysunku 3

}’(X) .-
2
o
f f f
X1 X2 X3 X

Rysunek 3 Metoda Eulera. W tej najprostszej (i najmniej dokladnej) metodzie catkowania numerycznego, kazda kolejna wartosé
funkcji jest obliczana poprzez ekstrapolacje pochodnej w punkcie poczatkowym kazdego odcinka. Metoda ta ma dokladnosé
pierwszego rzedu O(At?)

Zalézmy, ze wykonujemy " prébny” krok catkowania numerycznego ale rowny polowie rozpatrywanego interwalu cza-
sowego. Znajdziemy w ten sposob punk $rodkowy. Obliczamy pochodng w punkcie $rodkowym obliczajac jej wartosé
za pomoca rozwiniecia w szereg Taylora (znamy przeciez warto$¢ punktu poprzedniego i jego pochodna w tym punk-
cie!). Warto$é¢ otrzymanej pochodnej punktu $rodkowego ekstrapolujemy na dlugosci calego interwalu (od punktu
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poczatkowego) znajdujac w ten sposéb wartosé koncowa. Mozna powiedzie¢, ze w ten sposéb rozszerzyliSmy metode
Eulera o nastepny element szeregu Taylora (poprzez rozwiniecie drugiej pochodnej funkcji Zagniezdzonymszeregiem
Taylora). Metoda punktu $rodkowego ma wigc doktadnosé drugiego rzedu O(A#?). Algorytm tej metody przedstawia
rysunek 4.

(¥
®
Dy @ ®
)I(l Xiz )ig X

Rysunek 4 Metoda punktu srodkowego. Pochodna w punkcie poczatkowym stuzy do odnalezienia punktu w srodku odcinka.
Pochodna punktu $rodkowego, poprzez ekstrapolacje w zakresie szerokosci catego odcinka przybliza kolejng warto$é funkcji.
Punkty czarne reprezentuja wartosci przyblizanej funkcji, za$ punkty biate to punkty srodkowe, ktérych pochodna postuzyta
do obliczen wtadciwych wartoéci funkcji. Metoda ta ma doktadnosé drugiego rzedu O(At?).

Metode punktu érodkowego mozemy sformalizowaé jako wyrazenie na kolejny elementu funkcji wgledem punktu
poczatkowego:

k= At (t,v(t))
o= acv (s 2,00+ %)
v(t+ At) = v(t) + ko + O(AL?) o)

Zastosowanie tej metody ta w przypadku spadku swobodnego ma trywialny charakter ze wzgledu na stalte przyspie-
szenie ciata. Dla stalego przyspieszenia druga pochodna predkosci jest rowna zero. Oznacza to iz wszystkie elementy
rozwiniecia funkcji w szereg Taylora poza pierwszym beda zerowe.

void krokpunktsrodkowy(double dt)

double F; /* sita wypadkowa dziatajaca na ciato */
double g; /* stata przyspieszenia ziemskiego */
double vn; /* nowa predkosSc w chwili t + dt */
double sn; /* nowe potozenie w chwili t + dt */
double k1, k2;

/* obliczenie sity wypadkowe]j */
F=m=xg;

/* obliczenie przyspieszenia a = g */

a=F/ m
k1 = a *x dt;
k2 = a x dt

/* obliczenie nowej predkosci w chwili t + dt,
*x gdzie v oznacza predkosc poczatkowa (w chwili t) */
vn = v + (k1 + k2) / 2;

/* obliczenie nowego potozenia w chwili t + dt,
*x gdzie s oznacza potozenie poczatkowe (w chwili t) */
sn =s + (vn * dt);

/* podstawienie nowych wartoSci potozenia i predkosci */
vV = vn;
vV = sn;
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V. METODA RUNGEGO-KUTTY IV RZEDU

Ta procedure korzystania z wiekszej liczby wyrazéw szeregu Taylora podczas przyblizania kolejnego wyrazu
szukanej funkcji mozna prowadzi¢ dalej. Najbardziej znang i powszechnie stosowang metoda numeryczna jest metoda
Rungego-Kutty czwartego rzedu. W metodzie tej przyblizenie sigga czwartego elementu szeregu Taylora, a wiec btad
obcigcia jest rzedu O(A#9).

Przyblizenie funkcji metoda Rungego-Kutty odbywa sie w czterech krokach. Pierwsza pochodna liczona jest w punk-
cie poczatkowym. Na jej podstawie wyznaczana jest ”tymczasowo” pochodna punktu $rodkowego. Ponownie liczymy
pochodna punktu srodkowego ale na podstawie poprzedniej ”tymczasowej” wartosci. Wreszcie obliczamy tymczasowsa,
pochodna punktu koficowego (na podstawie drugiej pochodnej $rodkowej). Poprzez sume wazona otrzymanych po-
chodnych otrzymujemy wartos¢ koncowa funkcji. Powyzszy algorytm przedstawiony jest na rysunku 5: Powyzszy

() 1

Rysunek 5 Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu OA#®. Dla kazdego kroku metody pochodna jest obliczana czterokrotnie:
w punkcie poczatkowym, dwukrotnie w tymczasowych punktach (biate) srodkowych i raz w tymczasowym punkcie koficowym.
Przyblizona kolejna wartos¢ funkcji jest obliczana na podstawie tych pochodnych.

algorym mozna wyrazié wzorami (wyrazenie na predko$é w nowym kroku czasowym):
k= Atv'(4,0(1))
ke = Atv'(t—|— %, u(t) + %1)
ks = Atv’(t+ St u(t) + ’3—2)
b = Ato' (£ 4+ At v(t) + ks )
v(t+ At) =v(t) + & 4+ B2 4 bk O(AP) (25)

Ponownie, ze wzgledu na stale przyspieszenie ciala zastosowanie tej metody (rozwijajacej funkcje w szereg Taylora
powyzej pierwszej pochodnej) jest trywialne. Wszystkie wyzsze pochodne sa réwne zeru. Ponizszy kod ilustruje za-
stosowanie tej metody w przypadku spadku swobodnego ciala:

void krokrungekutta(double dt)

double F; /* sita wypadkowa dziatajaca na ciato */
double g; /* stata przyspieszenia ziemskiego */
double vn; /* nowa predkosc w chwili t + dt =*/
double sn; /* nowe potozenie w chwili t + dt */
double k1, k2, k3, k4;

/* obliczenie sity wypadkowej */
F=m£g;

/* obliczenie przyspieszenia a = g */

a=F/ m
k1 = a x dt;
k2 = a * dt;
k3 = a * dt;
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k4 = a * dt;

/* obliczenie nowej predkosci w chwili t + dt,
*x gdzie v oznacza predkosc poczatkowg (w chwili t) */
vn = v + (k1 + (2 * k2) + (2 * k3) + k4) / 6;

/* obliczenie nowego potozenia w chwili t + dt,
*x gdzie s oznacza potozenie poczatkowe (w chwili t) */
sn =s + (vn * dt);

/* podstawienie nowych wartoSci potozenia i predkosci */
vV = vn;
v = sn;



