Elementy Modelowania
Matematycznego

Wyktad 7

Modele Markova



Spis tresci

* Wstep
¢ }L.ancuch 1 procesy Markova

¢ Przyktady procesow Markova



Wstep

¢ Andrey Andreyevich Markov (14 czerwca 1856 20
czerwca 1922) wybitny rosyjski matematyk.

¢ Znany jest przede wszystkim ze swych prac na temat
procesOw stochastycznych, zwanych p6zniej tancuchami
Markova.

¢ On1jego miodszy brat Vladimir Andreevich Markov (1871-

1897) udowodnili tzw. Nierownos¢ Markova.



Wstep

* Procesy Markowa w reprezentacji dyskretnej lub
ciggtej, jako wyodrgbniona grupa procesow
przypadkowych (losowych), sa dzis najlepie;j
zbadang dziedzing procesoOw losowych 1 znalazty
zastosowanie w modelowaniu wielu zjawisk z zycia
codziennego



Wstep

¢ Prognozowanie cen akcji gietdowych

+ Niemal wszystkie akcje zmieniajg swoje ceny codziennie, a
duza 1ch czgS¢ w sposob niemal ciggly.

+ Wykresy cen przedstawiajg, w zaleznosci od nastawienia
obserwatora, efekt rownowazenia si¢ popytu 1 podazy,
dyskontowanie przyszlych zdarzen, reakcje na wydarzenia
historyczne, efekt manipulacji akcjami, wptyw kosmosu
badz tez catkowicie przypadkowe ruchy Browna.



Wstep

¢ Te badz jeszcze inne przyczyny zmian cen usituje sie
wykorzysta¢ w analizie historycznych przebiegow 1 probie
prognozowania przysziego zachowania cen.

¢ Zachowanie poszczegolnych akcji zapisane w postaci
kolejnych cen 1 przeksztalcone do postaci graficznej to dla
kazdego inwestora wykres ceny.

¢ Bardzo podobne przebiegi 1 szeregi liczb sg znane 1 uzywane
w wielu dziedzinach nauki



Wstep

¢ Jako ze szeregi te opisujg za pomocg kolejnych liczb
zachowanie pewnego zjawiska w czasie, bardzo czesto
okresla si¢ je mianem szeregow czasowych.

¢ Kolejne zdarzenia wystepujace w szeregach czasowych
tworzg pewien proces.

¢ Tak wiec to, co dla inwestora jest wykresem cen, dla
specjalisty zajmujacego si¢ na przykilad teorig informacji,
jest graniczng interpretacjg szeregu czasowego opisujacego
proces zmian cen.



Wstep

* Proces stochastyczny jest to takie zjawisko
(reprezentowane liczbowo przez szereg czasowy),
w ktorym przyszta wartosC opisujaca stan zjawiska
nie jest pewna (przyszie liczby opisujace je moga
przyjmowac roézne wartosci, przy czym zadna z
nich nie pojawi si¢ z prawdopodobienstwem
rownym 1).



Wstep

¢ Klasycznymi przypadkami procesow
stochastycznych sg przyszte wartosci zmiennych
opisujacych pogode
= temperatura,
= ciSnienia,
s kierunek badz sita wiatru).
¢ Dobrym przykladem moze by¢ wypelnianie si¢
nizu.



Wstep

Mozna nawet w pewien sposob oszacowac droge, ktorg sie
przesunie 1 czas potrzebny na podniesienie si¢ ciSnienia
wewnatrz nizu do wartosci sredniej.

Nie da si¢ tego jednak zrobi¢ w sposdb doktadny.

Czyli mimo pewnych Scisle okreslonych ram zachowania,
doktadne zachowanie nie jest znane.

Podobnie jest ze zmianami cen na gietdzie.
Jakkolwiek kazdy silny spadek kiedys musi si¢ skonczyc,
nigdy nie mamy pewnosci kiedy to nastapi.



I .ancuch Markowa

+ Cigg Markowa to taki proces stochastyczny,
w ktorym okreslone sg zwigzki
probabilistyczne przysztych zdarzen w
zaleznosci od wczesnie] wystepujacych.



Ciag Markowa

cigg Markova pierwszego rzgdu - jutrzejsze zachowanie zalezy (w
sensie statystycznym) tylko 1 wylgcznie od dzisiejszej zmiany

cigg Markova drugiego rzedu - prawdopodobienstwo jutrzejszego
zachowania zalezy od dzisiejszej 1 wczorajszej zmiany

ciag Markova zerowego rz¢du - jutrzejsze zachowanie jest catkowicie
niezalezne od wczesniejszych notowan (bez wzgledu jakie byto
zachowanie historyczne przyszte zmiany bedg okreslone takimi samymi
zwigzkami prawdopodobienstw);

wlasnie takie zatozenie jest wykorzystywane w analizie portfelowe;
czyli fakt, ze przysztos¢ nie zalezy od przeszio$ci moze by¢ w jakis
sposob wykorzystany w procesie inwestycyjnym.



Proces Markowa

* Proces Markowa bazuje wytacznie na rozktadzie
prawdopodobienstw warunkowych.

¢ Moze si¢ wigc zdarzy¢, ze mamy do czynienia z
deterministycznym procesem chaotycznym, w
ktorym jutrzejsze zachowanie okreslone jest
Scistym wzorem, a mimo to proces bedzie sprawial
wrazenie, ze jest zerowego rzedu (to znaczy
zupelnie nie zalezy od przesztosci).



Proces Markowa

+ Wynika to z faktu, ze bardzo podobne, niemal
identyczne zachowanie historyczne moze
skutkowac¢ zupetnie réznym zachowaniem w
przysztosci.

¢ Tak wigc mimo tego, ze proces chaotyczny oznacza
si¢ 1stnieniem tak zwanej dtugoterminowej pamigci
zachowania wykrycie tej zaleznosci moze byc
trudne badz niemozliwe.



Proces Markowa

¢ Najwazniejszym problemem w prognozowania cen
jest brak stacjonarnosci procesu.

¢ Niestacjonarnos¢ to zjawisko, ktore jest zrodlem
wickszosci niepowodzen inwestorow gietdowych,
probujacych wyznaczy¢ przyszie ceny akcji na
gieldzie.



Proces Markowa

¢ Proces stacjonarny to taki proces, w ktorym zwiazki
probabilistyczne sg state 1 nie zalezg od zmienne;
niezaleznej, czyli prawdopodobienstwo wystgpienia
pewnej sytuacji nie zmienia si¢ w miar¢ uptywu
CZasu.



Proces Markowa

¢ Gdyby przyjac, ze zachowanie cen akcji jest
procesem niestacjonarnym o nieznanej zmianie
sposobu zachowania oznaczatoby to, ze do
prognozowania przysztych cen potrzebna bylaby
wiedza o przysztym charakterze tego procesu,
natomiast zupeinie nieprzydatna bytaby wiedza o
wczesniejszym zachowaniu.



Proces Markowa

¢ W skrocie oznacza to, ze wytacznie osoby
manipulujace rynkiem (przy zatozeniu, ze jest to
mozliwe na wieksza skale) moglyby posiadac
wiedze¢ jak zarobi¢ na inwestycjach gietdowych.



Proces Markowa

Nalezy rozrozni¢ niestacjonarnos¢ procesu od efektywnosci

rynku.

Rynek efektywny, jest skutkiem tego, ze zmiany cen sg procesem
Markowa zerowego rzedu.

Dodatkowo, charakteryzuje go tak zwana staba stacjonarnosc,
ktora cechuje si¢ staloscig sredniej 1 wariancji.

Czyli ostatecznie na rynku efektywnym ceny nie zalezg od
wczesniejszych.

Natomiast w przypadku braku stacjonarnosci ceny zalezg od
poprzednich, lecz nie ma pewnosci, ze wiemy w jaki sposob.



Proces Markowa

W praktyce sprawa nie jest taka beznadziejna.

Zmiany cen nie sg procesem stacjonarnym, jednak zmiennos¢ zaleznosci
jest bardzo powolna.

To znaczy system, ktory byt dobry wczoraj bedzie dobry jeszcze dzisiaj,
a jutro bedzie tylko troche¢ gorszy.

Kiedys oczywiscie moze utraci¢ swoje wlasciwosci. Ponadto mozna
podejrzewac, ze zmiany cen sktadajg si¢ z kilku (zapewne trzech)
procesow o roéznych charakterach.

Bardzo prawdopodobne, ze przynajmniej jeden z nich jest stacjonarny,
czyli jego parametry ustalone w przesztosci bedg w przysztosci takie
Same.



Proces Markowa

¢ Niech uktad Q moze przyymowac stany ®, ®,... - zb10r
skonczony lub przeliczalny 1 niech w pewnej jednostce
czasu moze przejs¢ z jednego stanu do innego z pewnym
prawdopodobienstwem, to

P ")

¢ prawdopodobienstwo warunkowe, ze uktad znajdujacy si¢ w
chwili n-1 w stanie o; przejdzie do stanu w; w chwili n.



Proces Markowa




I.ancuch jednorodny

Jesli prawdopodobienstwo nie zalezy od czasu, tzn.:

P(w}”]

to tancuch Markova jest jednorodny, a macierz ztozona z
elementow
_ p(,,n) (n—1)
pij = P(w | w; )

to macierz przejscia.
Mamy  pj =0, > pj =1.
J

]



I.ancuch jednorodny

Prawdopodobienstwo, ze w n przejsciach uktad przejdzie ze stanu
wj do stanu w; wynosi

m — liczba catkowita, 1 < m < n.

Przyktad tancucha Markova: proces urodzin 1 $mierci — zmiana
liczebnosci populacji na skutek narodzin i $mierci.



I .ancuch Pochlaniajacy

t.ancuch Markova nazywamy pochlaniajagcym, jesl istnieje
taki stan 1, z ktorego nie mozna wyjs¢, czyli:

pii =1 A Vizjpij =0

Stan taki nazywamy stanem pochtaniajacym (ang. absorbing
state).

Stan nie bedacy stanem pochtaniajgcym nazywamy stanem
przejsciowym (ang. transient state).



Postac¢ kanoniczna tancucha
pochlaniajacego

() — macierz tranzytywna

0 — macierz zerowa

| — macierz identycznosciowa

R — macierz przejscia do stanéw pochtaniajacych



I .ancuch Markowa

¢ L.ancuch Markowa nazywamy ergodycznym,
jesli z dowolnego stanu mozna przejs¢ do
dowolnego innego (niekoniecznie w jednym
Kroku).



Procesy ergodyczne

¢ Centralnym zagadnieniem teori procesow
stochastycznych jest znalezienie rozktadu
prawdopodobienstwa zmiennej losowej y(t)
w pewnej chwili t na podstawie znajomosci
realizacji y(s) te] zmiennej losowej w
pewnych innych chwilach s (na ogo6t chwila t
odnosi si¢ do przysztosci).



Procesy ergodyczne

¢ Jedna z podstawowych witasnosci, dzigki
ktorym mozna oceni¢ rozktad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej y(t)
na podstawie obserwacji aktualnych
przebiegow danego procesu stochastycznego,
jest tzw. wiasnosc ergodycznosci



Procesy ergodyczne

¢+ Mozna powiedziecC, ze proces stochastyczny
jest ergodyczny, jezell prawdopodobienstwo
zaobserwowania wartoscli y(t) nalezacej do
jakiegos zbioru A da si¢ oszacowac przez
sredni czas pobytu kazdej realizacji w tym
zblorze podczas dtugiego czasu obserwacji



Procesy ergodyczne

¢ Tak wiec w procesach stochastycznych
ergodycznych mozna oszacowac ich rozktad
prawdopodobienstwa na podstawie
obserwacji jednego przebiegu w dostatecznie
dhugim czasie, czyli otrzymane wyniki sg
srednig po czasie.



Procesy ergodyczne

+ Hipoteza ergodyczna

¢ Ewolucja klasycznego ztozonego uktadu
dynamicznego zachodzi z jednakowym
prawdopodobienstwem przez wszystkie stany, ktore
sg dostepne z punktu poczatkowego 1 ktore
podlegaja ograniczeniom narzuconym przez zasade
zachowania energil.




Procesy Markowa

¢ Przyktadem procesu niemarkovskiego moze by¢ np.
proces zmian poziomu wody w rzece w pewnym
ustalonym jej miejscu, gdzie informacja o tym, ze
w pewnej chwili t poziom wody wynosit y 1
bezposrednio przedtem obserwowano np. tendencje
obnizania si¢ poziomu wody, pozwala na lepsze
przewidywania niz sama informacja o tym, ze w
chwili t poziom wody wynosit y.



Procesy Markowa

¢ Przyktady procesOw Markowa

s Proces emisj1 czgstek wypromieniowanych przez
substancje radioaktywna.

= Ruch czgstki zawieszonej w cieczy tzw. ruch Browna.

s Proces zaymowania 1 zwalniania tagczy w centrali
telefoniczne).

= Dynamika kolejki w serwerach WWW.



Procesy Markowa

Btadzenie losowe: prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w n-tym
stanie zalezy tylko od stanu poprzedniego n — 1.

A
L

Rys. 2: Losowe btadzenie pijaka: p - prawdopodobienstwo, ze pijak pojdzie w lewo;
g =1 — p - prawdopodobienstwo, ze pijak pojdzie w prawo; x = m/ — lokalizacja
pijaka wzdtuz osi x




Procesy Markowa

Pytanie: jakie jest prawdopodobienstwo, ze po wykonaniu N
krokow znajdziemy pijaka w potozeniu x = ml?

Niech po n krokach pijak bedzie w potozeniu x =ml ,
m <= N.

Niech nr - liczba krokow w prawo; nl - liczba krokow w
lewo.

Mamy wigc
N=n,+n

m=n—n=n—(n—n)=2n —N



Procesy Markowa

Przypomnienie: rozktad dwumianowy
Prawdopodobienstwo, ze pijak pokonat pewna droge wynosi

My

p...pq...q=p""q

ny

Liczba realizacji takich drég wynosi

NI

nln!

wiec prawdopodobienstwo wykonania n, krokéw w prawo i1 ny
krokéw w lewo wynosi




Procesy Markowa

Przyjmijmy

1 1
ny, = E(N + m), ny = E(N — m)

| wstawmy do wzoru na Py

B N
LN+ m) (N = m)!

p(N+m)/2q(N—m)/2

Pn(m)

Szczegblny przypadek p =g =1/2:

N 1\ "
W) = I ) IV m) ()



Procesy Markowa

+ Mysz w labiryncie

1 3 6

Cat Mouse

2 5 8

Food




Procesy Markowa

+ Mysz w labiryncie
¢ Mamy kilka mozliwosci:
s Kot zawsze siedzi w swojej komorce 1 czeka na ofiare
s Kot moze wchodzi¢ tylko do pomieszczen 1,2,3 1 5, gdyz wszystkie
inne otwory sg dla niego za male; do kazdego sgsiedniego

dopuszczalnego pomieszczenia wchodzi z jednakowym
prawdopodobienstwem

= To samo co powyzej, ale prawdopodobienstwo, ze zostanie w swej
komoérce wynosi 1/2 , a wchodzi do sgsiednich pomieszczen z
prawdopodobienstwem 1/4



Procesy Markowa

Procesy gatazkowe (Galtona-Watsona)

Procesy gatazkowe modelujg rozwoj populacji (jednopiciowe;,
rozmnazajacej si¢ przez podzial, np. bakterii, ameb, monet czy innych
mikroorganizmow).

Zmienne losowe y(n) (przyjmujgce nieujemne wartosci) okreslaja liczbe
osobnikow w n-tym pokoleniu.

Przyjmujemy zawsze, ze jest jeden protoplasta rodu, czyli y(0) = 1.
Zmienne losowe opisujgce, ile dzieci ma kazdy osobnik, sg niezalezne o
jednakowym rozktadzie.

Glowne pytanie, jakie si¢ pojawia, to: jakie sg szanse, ze dana populacja
przezyje?



Procesy Markowa

Procesy gatazkowe (Galtona-\Watsona)

Zatézmy, iz osobnik moze mie¢ 0, 1 lub 2 potomkoéw, a przez pg, pi
| pp oznaczmy prawdopodobienstwa tych zdarzen

(po + p1 +p2 =1).

pokolenie .
.-H-f-d_.. iy
' o~ Pil 4 ~ 2
L ' p.- | '-'.:-_.. __\_\__j:-_—--:- —_—
| e P /ol N pd N\ P
0. 0 1 2 0 T ~2 3 4

2pp, 2P, Py 2p,p,



Procesy Markowa

Procesy gatazkowe (Galtona-\Watsona)

Niech x;, — liczba osobnikéw k-tej generacji. Wtedy
prawdopodobienstwo pojawienia sie okreslonej liczby osobnikéw
danej generacji mozna zapisac:

p(xo=1)=1

p(x1 =0) = po p(x1=1)=p

p(x1 =2) = p2

p(x2 = 0) = po + pop1 + P2P; p(x2=1) = Po -+ 2p2p1po
p(x2 =2) = pip2 + pP2(2pop2 + Pf) pP(x2 =3) = 2p3p:

p(x2 =4) = Pg

Jesh potraktujemy x, jako zmienna losowa, to mozemy wyznaczy¢
jej wartos¢ oczekiwana (E(Xk) = ).



Btadzenie losowe

B(t+1)=B(t)+z(t+1), B(0) = By

z(t) — zaktécenie losowe opisane ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie normalnym o sredniej O |
wariancji 1

t — czas mierzony w jednakowych dyskretnych odstepach

Gdy t = 0 — terazniejszos¢. Niech B(0) = 0, a przyrost czasy

A = % n — dowolna liczba naturalna.



Btadzenie losowe

Dla nowych jednostek czasu
B(t + A) = B(t)+ z(t + A), B(0) = By

Zmienita sie wariancja (zmienno$c) zaktdécenia losowego z(t), a
mianowicie z(t) jest teraz ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych o jednakowym rozktadzie N(0,A). Nowy proces ma takie
samo $rednie przesuniecie (dryf) i wariancje na przedziale o
dtugosci n odstepéw (okresow), jak 1 wyjsciowe btadzenie losowe
obserwowane na jednostkowym przedziale.

Co sie stanie, gdy A staje sie nieskonczenie mata wielkoscig, czyli

dt?



Ruch Browna

¢ Proces stochastyczny B(t) nazywamy
standardowym ruchem Browna (Brownian motion).

+ Jest to jeden z wazniejszych modeli teoretycznych
w rachunku prawdopodobienstwa.

+ Nazwa pochodzi od dobrze znanego w fizyce
procesu opisujgcego potozenie czgstki w
Klasycznym ruchu Browna.



Ruch Browna

¢ Mozemy go przedstawi¢ w nastepujacej postaci
calkowe;:

B(t) = By + /dB(s)



Ruch Browna

Podstawowe wtasciwoséci procesu ruchu Browna:
@ prawie wszystkie realizacje B(t) sa ciagte
@ B(t) jest procesem o przyrostach stacjonarnych i niezaleznych
@ przyrosty procesu B(t) maja rozktad normalny N(0, dt)

@ rozktady warunkowe B(u) przy danym B(t) sa normalne o

rozktadzie N(b(t),u —t), dla v >t

o wariancja Var[B(u)] — ¢, gdy v — o




¢ Ruc]

mocd

Ruch Browna

h Browna byt po raz pierwszy wykorzystany do
elowania procesow finansowych przez Louisa

Bac]

neliera, ktory w swojej pionierskiej pracy

doktorskiej Theorie de la spéculation, obronionej 29
marca 1900 r. w Paryzu, zaproponowal pierwszy
teoretyczny model procesu ceny akcji z paryskiej
gietdy.



Przyktad

¢ Czy mozemy liczy¢ na kawe ?

¢+ Maszyna z kawa moze by¢ czynna (stan 0) lub zepsuta
(stan 1).

¢ Zalozmy, ze jesli maszyna jest czynna w danym dniu, to
prawdopodobienstwo zepsucia w dniu nast¢pnym jest d, a

jesli jest zepsuta w danym dniu, to
prawdopodobienstwo jeJ naprawienia na dzien nastepny

jest g.
¢ Jakie jest prawdopodobienstwo dostania kawy z maszyny?



Przyktad

¢ maszyna jest czynna, wczoraj tez byta czynna:
p(0,t,]0,t-1)=1-d,

¢ maszyna jest nieczynna, wczoraj byta czynna:
p(11 L, | 0, tn'l) =d,

¢ maszyna jest czynna, wczoraj byta nieczynna:
p(O’ 1:n | 1, 1:n']-) =0,

¢ maszyna jest nieczynna, wczoraj tez byta
nieczynna: p(1,t,|1,t-1)=1-g¢g,



Przyktad

¢ Dobra 1 dobrze serwisowana maszyna powinna
mie¢ d bliskie 0 1g bliskie 1)
¢+ Prawdopodobienstwo dostania kawy z maszyny

bedzie zalezalo od proporcji czasu, gdy maszyna
jest czynna, do calego czasu pomiaru.



¢+ Symulacjadlad=0.21g=0.9

Przyktad

0 W DNIU 0
I WDNIU 0

LICZBA SYMULACIJI (DNI)

10 50 100 500 1000
0.90 0.82 0.84 0.84 0.82
0.50 0.86 0.80 0.80 0.81

¢ Zauwazmy, ze usredniajac po dtugim czasie,
prawdopodobienstwo kupienia kawy stabilizuje si¢ na

poziomie 80%, praktycznie niezaleznie od stanu maszyny w

dniu poczatkowym.




Przyktad

¢ Brawurowa gra

¢ Mamy 1 zt 1 chcemy wygra¢ 5 zil.

¢ Krupier oferuyje nam gre, w ktorej prawdopodobienstwo
naszej wygranej wynosi p w kazdej rundzie z wyptata
podwojnej stawki W razie wygranej oraz jej stratg W
razie przegranej, przy czym stawki sg w calkowitych
wielokrotnosciach ztotowkai.



*

*

L 2

*

Przyktad

Wybieramy nastepujaca strategie
brawurowa: w kazdej grze stawiamy wszystko co mamy,

jesli ewentualna wygrana pozwoli osiggna¢ cel (osiagnaé
5 zb), lub mniej niz cel.

W przeciwnym razie, stawiamy tyle aby ewentualnie wygra¢
5 zt.

Jaka jest szansa wygrania w k lub mniejszej liczbie gier?



*

*

Przyktad

Ponumerujmy stany liczba posiadanych przez nas ztotowek.
Zaczynamy gre od stanu nr 1.

Wygra¢ gre — znaczy przejs¢ od stanu 1 do stanu 5.

Stan 0 oznacza przegrana.

Prawdopodobienstwo wygrania lub przegrania gry nie
zalezy od historii wygranych i przegranych w poprzednich
grach — wlasnos¢ Markowa jest zatem speiniona.

Prawdopodobienstwo wygranej W stanie 1 nie zalezy od
czasu, wiec proces ten jest jednorodny w czasie.



Przyktad




Przyktad

* Interesuja nas tylko sciezki, ktore koncza si¢ w
stanie 5. Nazwiemy je istotnymi.

* Prawdopodobienstwo kazdej Sciezki jest 1loczynem
prawdopodobienstw przejs¢ jednokrotnych.

¢ |stotna sciezka 0 dlugosci 3 o prawdopodobienstwie
p° S (1) ->(2) ->(4) -> (5)

¢ Zatem prawdopodobienstwo wygrania w
trzech grach wynosi p3



Przyktad

¢+ Istotna sciezka 0 diugosci 4
* R: (1)->(2)->(3) ->(5)
¢+ ma prawdopodobienstwo p3q.

¢ Zatem prawdopodobienstwo wygraniaw 4
lub mniej grach wynosi p3 (1+ q).



Przyktad

+ Nie ma istotnych sciezek 0 dtugosci 6.

¢ [stotna $ciezka 0 dtugosci 7 ma jedna petle
*L: (1)->(2)->(4)->@3)->(1),

¢ DO czym nastepuje Sciezka S.



Przyktad

¢ Prawdopodobienstwo petli L wynosi
A=p2g?, zatem prawdopodobienstwo dla
Sciezki L*S wynosi AQ3.

¢ Zatem prawdopodobienstwo wygrania W /
lub mniej grach wynosi

* p3(1+ A)+p3q.



Przyktad

¢+ Istnieje jedna sciezka 0 dlugosci 8: L*R, dla ktore;
prawdopodobienstwo Wynosi A p3qg.

¢ Zatem prawdopodobienstwo wygrania w 8 lub
mniej grach wynosi p3(1+g)(1+ ).

¢ Zauwazmy o0g0lna prawidtowos¢, ze wszystkie
dhuzsze $ciezki sa typu L*.. . *L*S lub L*...*L*R.

¢ Ich prawdopodobienstwa przy n petlach wynosza

IS ;anS i knp3q_



Przyktad

¢ Prawdopodobienstwo wygranej przy
nieograniczone] liczbie prob wynosi

_p (+q)

A+ A+ A+ A + ..
p (I+g) ) 2



Koniec



