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Niniejsze materiatly powinny by¢ pierwszym 7Zrodtem informacji dotyczacych przed-
miotu Jezyki formalne i automaty (JFA). Czytelnikom, ktorzy oprocz lektury tych nota-
tek, chcieliby siegna¢ do podrecznika, polecam w pierwszej kolejnosci ksigzke D. Kozena,
Autoamata and Computability. Jest ona napisana przystepnie i zawiera mnostwo zadan,
cho¢ nie jest (jak dotad) dostepna w jezyku polskim. W drugiej kolejnosci polecam ksiazke
J. Hopcrofta i J. Ullmana, Wprowadzenie do teorii automatow, jezykow @ obliczen. Oprocz
tematow wchodzacych w zakres tego kursu mozna w niej znalezé¢ tez wiele informacji na
zaawansowane pokrewne tematy. Ponadto zostata ona przetlumaczona na jezyk polski.
Obie te ksigzki nie zawierajg informacji na temat generatoréw analizatoréw leksykalnych
i skltadniowych. W pierwszej kolejnosci polecam tutaj dokumentacje Flex’a i Bison’a.
Dodatkowo, mozna przeczytaé¢ odpowiednie rozdzialty z ksigzki A. Aho, R. Sethii J. D. Ul-
Imana, Kompilatory.

Do kazdego wyktadu dotaczono szereg zadan. W przypadku studiow internetowych,
rozwigzania zadan z p. Praca domowa nalezy wykonywaé¢ w okreslonych terminach i zgta-
sza¢ poprzez serwis edu. Pozostate zadania maja charakter uzupekiajacy isa przeznaczone
do samodzielnego rozwigzywania.

Materiaty te sa rowniez dostepne w formacie PS i PDF.

Uwagi dotyczace niniejszych materiatow prosze przesytac na adres: kubica@mimuw.edu.pl.
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Podziekowania

Niniejsze materialy powstaly na podstawie notatek do prowadzonych przeze mnie, na
przestrzeni kilku lat, wyktadow z teorii jezykéw i automatow oraz budowy kompilatorow.
Chciatbym goraco podziekowa¢ moim kolegom, ktorzy w tym czasie prowadzili ¢wiczenia 7
tych przedmiotéw, a w szczegolnosci: Yukaszowi Krzeszczakowskiemu, Fukaszowi Masko,
Marcinowi Sawickiemu i Tomkowi Waleniowi. Ich uwagi miaty wplyw na postaé¢ prowa-
dzonych zaje¢, a wiec i rOwniez na te materiaty. W szczeg6lnosci cze$é zamieszcezonych tu
zadan pochodzi od nich.

Szczegolnie goraco cheiatbym podziekowaé¢ Tomkowi Waleniowi za pomoc przy konwer-
towaniu niniejszych materialow na format html i przygotowanie umieszczonych tu elemen-
tow multimedialnych.

Materialty te zostaly opracowane w PJWSTK w projekcie wspéHinansowanym ze $rod-
kow EF'S.
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1 Sylabus

W ramach kursu przedstawiane sg klasy jezykow tworzace hierarchie Chomsky’ego: jezyki
regularne, bezkontekstowe, kontekstowe i czeSciowo obliczalne (rekurencyjnie przeliczalne).
Dodatkowo przedstawiona jest klasa jezykéw obliczalnych.

Dla kazdej z tych klas przedstawione sg formalizmy stuzace do opisu jezykéw: automaty
skoniczone deterministyczne, niedeterministyczne i z e-przejSciami, wyrazenia regularne,
automaty stosowe, gramatyki bezkontekstowe, gramatyki kontekstowe, maszyny Turinga
oraz gramatyki ogolne (typu 0). Przedstawione sa tez fakty dotyczace przynaleznosci
jezykoéw do poszczegolnych klas, w tym: lematy o pompowaniu dla jezykéw regularnych i
bezkontekstowych.

Program wykladéw
1. Wprowadzenie, podstawowe pojecia.
2. Wyrazenia regularne i wzorce.
3. Analiza leksykalna i Flex/Lex.
4. Deterministyczne automaty skonczone.
5. Niedeterministyczne automaty skornczone.

6. Rownowaznos$¢ automatow skonczonych i wyrazen regularnych.



7. Lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych.
8. Minimalizacja deterministycznych automatow skoriczonych.
9. Jezyki i gramatyki bezkontekstowe.
10. Postaé¢ normalna Chomsky’ego i algorytm Cocke-Younger’a-Kasami.
11. Lemat o pompowaniu dla jezykow bezkontekstowych.
12. Automaty stosowe.
13. Analiza sktadniowa i Bison/Yacc.
14. Maszyny Turinga i obliczalnog¢.

15. Jezyki obliczalne, czeSciowo obliczalne i nieobliczalne.

Program ¢éwiczen
1-2 Flex/Lex - ¢wiczenia.

3—4 Bison/Yacc - ¢wiczenia.

Kryteria zaliczen (dla studiéw internetowych)
e prace domowe (przez Internet),
e egzamin (w uczelni).

Podstawa do wystawienia oceny beda punkty zdobyte za prace domowe i punkty zdobyte
w egzaminie. Udzial w egzaminie jest obowiazkowy, a robienie prac domowych goraco
zalecane.

Wymagane oprogramowanie
o Flex/Lex,
e Bison/Yacc,
e kompilator C/C++.

W przypadku Linuksa (zalecany) sg to: flex, bison, gcc, g++. W przypadku Windows
sa to: DJGPP (z gcc), pakiety flex i bison z GnuWin32.



Powigzania merytoryczne

Nazwa przedmiotu poprze- | Wymagany materiat

dzajacego

Matematyka dyskretna Podstawy teorii mnogosci, ciagi, re-
lacje i funkcje.

Programowanie I i II Podstawy programowania, podsta-
wowe typy danych, programowanie
w C lub C++.

Algorytmy i struktury da- | Zlozonosé asymptotyczna, podsta-

nych wowe struktury danych (stosy), pro-
gramowanie dynamiczne.

Wyklad 2. Wprowadzenie

Celem niniejszego wyktadu jest:

e porznanie podstawowych srodkoéw opisu sktadni (wyrazenia regularne, gramatyki bez-
kontekstowe),

e porznanie narzedzi wspomagajacych przetwarzanie danych o okreslonej sktadni (Lex,
Yacc).

e zrozumienie podstawowych pojeé¢ dotyczacych obliczalnoéci i odpowiedzenie sobie na
kilka podstawowych pytan jej dotyczacych:

— Co to znaczy, ze dany problem moze zosta¢ rozwigzany za pomoca programu
komputerowego?

— Czy istnieja problemy obliczeniowe, ktorych nie mozna rozwigza¢ za pomoca
programu komputerowego?

— W jakim stopniu to co mozemy obliczy¢ zalezy od modelu obliczen czy dostep-
nych konstrukeji programistycznych?

Nie sg to proste pytania.

W trakcie kolejnych wyktadéw bedziemy poznawac kolejne klasy jezykow tworzace tzw.
hierarchie Chomsky’ego. Hierarchia ta jest owocem prac Noama Chomsky’ego, lingwisty,
ktory probowat sformalizowaé pojecia gramatyki i jezyka. Hierarchia ta sktada sie z czterech
rodzajow gramatyk:

0. gramatyki ogolne,
1. gramatyki kontekstowe,

2. gramatyki bezkontekstowe,



3. gramatyki liniowe.

W trakcie badan nad pojeciem obliczalnosci pojawito sie wiele modeli, o roznej sile
wyrazu:

1. automaty skoniczone, wyrazenia regularne (stata skoriczona pamiec),
2. automaty stosowe (stata skoriczona pamie¢ + nieograniczony stos),
3. bez ograniczen:

e maszyny Turinga,
e systemy Posta,

e rachunek A, i inne.

Niektore z nich powstaly na dlugo przed tym zanim powstaly komputery i informatyka.
Okazato sie, ze modele te w zadziwiajacy spos6b odpowiadaja kolejnym klasom w hierarchii
Chomsky’ego:

e gramatyki liniowe — automaty skoniczone — wyrazenia regularne,
e gramatyki bezkontekstowe = automaty stosowe,

e gramatyki kontekstowe — liniowo ograniczone maszyny Turinga,
e gramatyki ogélne — maszyny Turinga.

Nie sg to czysto teoretyczne formalizmy. Niektore z nich maja wiele praktycznych zasto-
sowan. Szczegblny nacisk potozymy na dwa najwazniejsze z tych formalizmoéow: wyrazenia
regularne i gramatyki bezkontekstowe. W szczegolnosci stuza do specyfikowania analiza-
torow leksykalnych i sktadniowych  typowych modutéw pojawiajacych sie wszedzie tam,
gdzie program wczytuje dane o okreslonej sktadni. Poznamy tez narzedzia wspomagajace
tworzenie takich analizatorow — generatory, ktore same tworza kod zrodtowy analizatorow
na podstawie ich specyfikacji.

2.1 Jezyki jako problemy decyzyjne

We wprowadzeniu wspomnieliSmy o obliczeniach i jezykach. Gdy mdéwimy o obliczaniu,
to zwykle mamy na my§li obliczenie wartoéci takiej czy innej funkcji. Gdy zas moéwimy
o0 jezyku, to mamy na mysli (potencjalnie nieskoniczony) zbior napisow zlozonych ze zna-
kow ustalonego (skonczonego) alfabetu. (Napisy takie bedziemy nazywaé¢ stowamsi.) Jak
potaczy¢ te dwa pojecia?

Def. 1. Problem decyzyjny to funkcja, ktora mozliwym danym wejsciowym przyporzad-
kowuje wartosci logiczne tak/nie. O



Inaczej mowiac problem decyzyjny, to taki problem, w ktorym szukany wynik to wartosé
logiczna. Na problem decyzyjny mozemy tez patrzeé¢ jak na zbiér danych — zbiér tych
danych, dla ktorych odpowiedz brzmi ,tak”. I odwrotnie, na dowolny zbiér danych mozemy
patrze¢ jak na problem decyzyjny  czy dane nalezg do okreslonego zbioru?

Jak to jednak ma sie do jezykow? Jesli interesuje nas tylko skladnia jezyka (a nie
jego semantyka, czyli znaczenie), to kazdy jezyk mozemy przedstawic¢ sobie jako zbior (by¢
moze nieskoriczony) stow. Tak wiec kazdy jezyk nie jest niczym wiecej niz problemem
decyzyjnym okreslonym dla stéw. Powyzsze intuicje sg przedstawione bardziej formalnie
ponizej.

W trakcie tego kursu bedziemy zajmowac sie m.inn. tym, dla jakich jezykow (gdy spoj-
rzymy na nie jak na problemy decyzyjne) mozna skonstruowaé¢ automatyczne mechanizmy
odpowiadajace na pytanie, czy dane stowo nalezy do jezyka.

2.2 Podstawowe pojecia dotyczace stow

Def. 2. Alfabet to dowolny niepusty, skonczony zbior. Elementy alfabetu nazywamy
znakams. a

Alfabetem moze to by¢ np. zbioér cyfr dziesietnych, zbior znakéw ASCII, czy zbiér bitow
{0,1}. Alfabet bedziemy zwykle oznaczaé przez ¥, a elementy alfabetu przez a,b,c, .. ..

Def. 3. Stowo (lub napis) nad alfabetem X, to dowolny skoriczony ciag znakow 7z . W
szczegolnosci, pusty ciag jest tez stowem (i to nad dowolnym alfabetem). Oznaczamy go
przez €. |

Stowa bedziemy zwykle reprezentowaé¢ przez zmienne x,y, 2, . . ..

W przypadku jezykoéw programowania mowimy zwykle o napisach. Natomiast w teorii
jezykow uzywa sie raczej terminu stowo. Dodatkowo, w odniesieniu do jezykow naturalnych
bardrziej wtasciwe niz ,stowo” wydaje sie ,zdanie”. Tak naprawde jednak chodzi o to samo

pojecie.
Def. 4. Dlugosé stowa oznaczamy przez | - |. O
Na przyktad |ala| = 3, |¢| = 0.

Def. 5. Sklejenie (konkatenacja) stow to stowo powstate z polaczenia stow, tak jakby
zostaly one zapisane kolejno po sobie. Sklejanie zapisujemy piszac po sobie sklejane stowa.
O

Na przyktad, jezeli x = ala,y = ma, z = kota, to xyz = alamakota. Sklejanie stow jest
taczne, tzn. z(yz) = (xy)z, a € jest elementem neutralnym sklejania, tzn. xe = ex = x.

Sposob zapisu sklejania stow przypomina zwyczajowy zapis iloczynow (bez znaku mno-
zenia). Przez analogie, mozemy wprowadzi¢ operacje ,potegowania” stow:

Def. 6. Przez a” oznaczamy n-krotne powtorzenie znaku a. Podobnie, przez 2" ozna-
czamy n-krotne powtodrzenie stowa x. O



Na przyktad, a® = aaaaa, a® = ¢, a®**

to 23 = alaalaala.

0 n+1

=a"a, oraz x° = ¢, x = z"x. Jezeli x = ala,

Def. 7. Przez #,(x) oznaczamy liczbe wystgpier znaku a w stowie . a
Na przyktad, #,.(ala) = 2.

Def. 8. Prefiksem stowa nazywamy dowolny jego poczatkowy fragment, tzn. x jest
prefiksem y wtw., gdy istnieje takie z, ze xz = y. Jezeli ponadto x # ¢ i x # y, to mOéwimy,
ze x jest wlasciwym prefiksem y.

Analogicznie sufiksem stowa nazywamy dowolny jego koncowy fragment, tzn. x jest
sufiksem y wtw., gdy istnieje takie z, ze zx = y. Jezeli ponadto x # € i x # y, to mOéwimy,
ze x jest wlasciwym sufiksem y.

Podstowem danego stowa nazywamy dowolny jego spojny fragment, tzn. powiemy, ze x
jest podstowem y wtw., gdy istnieja takie v i w, ze vew = y. O

Na przykltad, kaj i kaja sa prefiksami (wlasciwymi) stowa kajak, natomiast jak jest
jego sufiksem (wlasciwym).

Def. 9. Przez rev(z) oznaczamy stowo x czytane wspak. Na przyktad revabbab = babba.
Jezeli stowo x czytane wprost i wspak jest takie samo (tzn. z = rev(z)), to mowimy, ze
x jest palindromem. O

2.3 Podstawowe pojecia dotyczace jezykow
Przejdziemy teraz o jeden poziom wyzej i zajmijmy sie zbiorami stow czyli jezykami.
Def. 10. Jezyk (nad alfabetem ), to dowolny zbior stow (nad alfabetem ). O

Jezeli alfabet Y jest znany z kontekstu, to bedziemy go czasami pomijaé. Jezyki be-
dziemy zwykle oznaczaé¢ przez A, B,C,.... Jezyk zlozony ze wszystkich mozliwych stow
nad alfabetem X bedziemy oznaczaé¢ przez X*.

Jezyk, to podzbior zbioru ¥*. Bedziemy wiec (w kolejnych wykladach) utozsamia¢
jezyk z problemem decyzyjnym, dla zbioru danych X*.

Skoro jezyki to zbiory stow (napisow), a wiec okreslone sa na nich wszystkie podstawowe
operacje na zbiorach:

e () to pusty jezyk, ktory nie zawiera zadnego stowa,
e AU B to suma jezykow A i B,

e AN B to cze$é wspolna (przeciecie) jezykow A i B,
e A\ B to roznica jezykow A i B.

Na przyktad, ({ala,ola,ula} N {abba, ala,ula}) \ {ula,bula} = {ala}.
Przyda nam sie tez kilka operacji charakterystycznych dla jezykow:



Def. 11. A to dopehienie jezyka A, czyli A = ¥*\ A. O
Na przyktad ¥* = 0.

Def. 12. AB oznacza sklejenie (konkatenacje) jezykow A i B, czyli jezyk zawierajacy
wszystkie mozliwe sklejenia stow z A ze stowami z B, AB ={zy:x € A,y € B}. O

Na przyktad {a,ab}{b,bb} = {ab, abb, abbb}.

Zauwazmy, ze sklejanie jezykow jeszcze bardziej przypomina mnozenie, niz to miato
miejsce w przypadku sklejania stow. Elementem neutralnym (czyli ,,jedynka”) sklejania
jezykow jest jezyk zawierajacy tylko stowo puste {e}, {e}A = A{e} = A. Natomiast
wzerem” sklejania jezykow jest jezyk pusty, DA = AD = (). W odréznieniu od operacji
mnozenia, sklejanie jezykow nie jest przemienne.

Sklejanie jezykow jest rozdzielne wzgledem sumowania jezykow:

A(BUC) = ABU AC

Jest tak dlatego, ze kazde sklejenie stowa nalezacego do A ze stowem nalezacym do (BUC)
jest sklejeniem stowa nalezacego do A ze stowem nalezagcym do B, lub sklejeniem stowa
nalezgcego do A ze stowem nalezacym do C, i vice versa. Analogicznie:

(AUB)C = AC U BC

Majac zdefiniowane sklejanie jezykow, mozemy analogicznie do potegowania stow zde-
finiowa¢ potegowanie jezykdow:

Def. 13. Jezyk A" definiujemy rekurencyjnie:

o A0 = {5},
o Antl = A" A.
Czyli A" =A.. A O
— =
n razy

Inaczej mowiac, A™ to jezyk zawierajacy wszystkie mozliwe sklejenia n (niekoniecznie
roznych) stow wrietych 7 A.

Jezyki, jako zbiory, moga by¢ nieskoniczone. Mozemy wiec rozwazac sklejenie dowolnej
liczby stow pochodzacych z A. Prowadzi to do tzw. domkniecia Kleene’ego:

Def. 14. Domkniecie Kleene’ego jezyka A, oznaczane jako A*, to A* =, A" Inaczej
mowiac, A* to jezyk zawierajacy wszystkie mozliwe sklejenia dowolnej liczby (tacznie 7z 0)
stow nalezacych do A. O

Dla kazdego jezyka A mamy e € A*, gdyz {e} = A" C A*. Jezeli tylko A za-
wiera jakie§ niepuste stowo, to A* jest zbiorem nieskoniczonym. Na przyktad, {ab,aa}* =
{e, ab, aa, abab, abaa, aaab, aaaa, . . . }.

Jezeli spojrzymy na X nie jak na alfabet, ale jak na zbior stow dhugosci 1, to wyjasni
sie dlaczego X* jest zbiorem wszystkich stow nad alfabetem X po prostu kazde stowo
jest sklejeniem pewnej liczby znakow.

Czasami bedzie nas interesowato sklejenie dowolnej, ale dodatniej, liczby stow z A:



Def. 15. Przez A" oznaczamy jezyk zawierajacy wszystkie mozliwe sklejenia dowolnej
dodatniej liczby stow nalezacych do A, AT = AA*. O

2.4 Powtérzenie pojeé dotyczacych relacji
Przypomnijmy sobie kilka poje¢ dotyczacych relacji.

Def. 16. Niech X bedzie dowolnym zbiorem, a p C X x X relacja (binarna) okreslona
na tym zbiorze. Powiemy, ze relacja p jest:

e zwrotna, jezeli dla kazdego x € X zachodzi xpzx,
e symetryczna, gdy dla dowolnych z,y € X jezeli mamy xpy, to mamy réwniez ypzx,

e przechodnia, gdy dla dowolnych z,y, 2 € X jezeli mamy xpy i ypz, to mamy roéwniez
TPz,

e antysymetryczna, gdy dla dowolnych z,y € X jesli zpy i ypx, to z =y,
e relacja rownowaznoéci, jesli jest zwrotna, symetryczna i przechodnia,

e czesSciowym porzadkiem, jedli jest zwrotna, przechodnia i antysymetryczna.

Relacja rownowaznoéci dodatkowo dzieli zbior X na roztaczne klasy abstrakeji.

Def. 17. Jedli p jest relacja rownowaznosci, + € X, to przez [z], oznaczamy klase
abstrakcji x:

2], ={y € X : zpy}
Przez X, oznaczamy zbior klas abstrakcji elementow zbioru X:
Xyp=A{lz]p v e X}
O
Pojecia te sg bardziej intuicyjne, gdy przedstawimy sobie relacje jako graf skierowany (z
petelkami). Wyobrazmy sobie, ze elementy zbioru X, to wierzchotki grafu. Z wierzchotka
x prowadzi krawed7z do wierzchotka y wtedy i tylko wtedy, gdy xpy. (W szczegolnosci, gdy

xpzx, to mamy ,petelke” prowadzaca z = do z.)
Relacja jest zwrotna, gdy w kazdym wierzchotku jest ,petelka”.

R



Relacja jest symetryczna, gdy krawedzie miedzy (r6znymi) wierzchotkami sa dwukie-
runkowe (tzn. jezeli jest krawedZ w jednym kierunku, to jest i w drugim).

¢
™

DY

Relacja jest antysymetryczna, gdy krawedzie miedzy (réznymi) wierzchotkami moga
by¢ tylko jednokierunkowe.

e

Relacja jest przechodnia, jezeli dla kazdej §ciezki w grafie (dlugosci przynajmniej 1)
istnieje w nim krawedz laczaca poczatek $ciezki z jej koncem. Inaczej méwige, graf musi
zawiera¢ wszystkie mozliwe krawedzie idace ,na skroty”.

A
\ / ®
e * / \
® < *
Relacja jest relacja rownowaznosci, jezeli graf jest podzielony na ile§ spojnych skta-
dowych, kazda skladowa to klika (tzn. miedzy kazdymi dwoma wierzcholkami tej same;

sktadowej mamy krawedz), natomiast miedzy wierzchotkami nalezacymi do réznych skta-
dowych nie mamy krawedzi. Spdjne sktadowe takiego grafu sa nazywane klasami abstrakcyi.

Q@Q Q

/N
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Relacja jest cze$ciowym porzadkiem, jezeli nie zawiera cykli (z wyjatkiem petelek, ktore

sa we wszystkich wierzchotkach).
\Q
\Q

Pojecia zwrotnosci, przechodnio$ci i symetrycznodci wszystkie polegaja na tym, ze
pewne pary/krawedzie muszg by¢ obecne. Bedziemy moéwi¢ o odpowiednim domknieciu
relacji, jako o relacji powstalej przez dodanie odpowiednich par/krawedzi, niezbednych do
spetnienia okreslonej wtasnosci. Szczegdlnie przydatne bedzie nam domkniecie zwrotnio-
przechodnie.

Def. 18. Niech p C X x X bedzie dowolng relacja binarna. Domknieciem zwrotnio-
przechodnim relacji p nazywamy najmniejszg taka relacje p’ C X x X, ktora:

e zawiera relacje p, p C p/,

e jest zwrotna i przechodnia.

Podobnie definiujemy domkniecie przechodnie, czy symetryczne.

Intuicyjnie, domkniecie zwrotnio-przechodnie polega na dodaniu wszystkich takich kra-
wedzi, ktore w oryginalnym grafie mogly by¢ realizowane przez $ciezki  lacznie 7z petel-
kami, ktore odpowiadaja $ciezkom diugosei 0.

Przyklad: Relacjai jej domkniecie zwrotnio-przechodnie:

G & aet
e e
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2.5

Podsumowanie

W tym wyktadzie poznaliémy podstawowe pojecia dotyczace stow i jezykow. Przypomnie-
lismy tez podstawowe informacje na temat relacji, ktére beda nam potrzebne w dalszych
wyktadach.

2.6

Skorowidz

Alfabet to dowolny niepusty, skonczony zbiér. Elementy alfabetu nazywamy zna-
kami.

Domkniecie Kleene’ego jezyka A, oznaczane jako A*, to A* = UnZO A". Inaczej
mowiac, A* to jezyk zawierajacy wszystkie mozliwe sklejenia dowolnej liczby (tacznie
z 0) stow nalezacych do A.

Domkniecie zwrotnio-przechodnie relacji p to najmniejsza taka relacja p/ C
X x X, ktora: zawiera relacje p, p C p/, oraz jest zwrotna i przechodnia.

Dopelnienie jezyka A, oznaczane jako A, to A = X*\ A.
Jezyk (nad alfabetem ¥), to dowolny zbiér stéow (nad alfabetem ).

Palindrom to takie stowo xz, ktére czytane wprost i wspak jest takie samo, x =
rev(x).

Podstowo danego stowa to dowolny jego spojny fragment, tzn. powiemy, ze x jest
podstowem y wtw., gdy istnieja takie v i w, ze vow = y.

Prefiks stowa to dowolny jego poczatkowy fragment, tzn. x jest prefiksem y wtw.,
gdy istnieje takie z, 7e xz = y. Jezeli ponadto x # € i x # y, to méwimy, ze x jest
wta$ciwym prefiksem y.

Problem decyzyjny to funkcja, ktora mozliwym danym wejsciowym przyporzad-
kowuje wartosci logiczne tak/nie.

Sklejenie (konkatenacje) jezykow to jezyk zawierajacy wszystkie mozliwe skle-

jenia stow 7z A ze stowami z B, AB ={xy:z € A,y € B}.

Sklejenie (konkatenacja) stéw to stowo powstale 7 polaczenia stow, tak jakby
zostaty one zapisane kolejno po sobie.

Stowo (lub napis) nad alfabetem 3, to dowolny skonczony ciag znakow z 3.

Sufiks stowa to dowolny jego konicowy fragment, tzn. x jest sufiksem y wtw., gdy
istnieje takie z, ze zx = y. Jezeli ponadto x # € i x # y, to mowimy, ze x jest
wtasciwym sufiksem y.
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2.7 Praca domowa

1. Jaka jest roznica miedzy () i €7 Ile stow zawierajg te jezyki?

2. Podaj ktore prefiksy stowa ababbbabab sa réwnoczes$nie jego sufiksami.
3. Podaj wszystkie stowa nalezace do jezyka {aba, ba, a}{ba,baba}.

4. Podaj wszystkie stowa nalezace do jezyka {a, ab, ba, baba} N {ab, ba}?.

5. Podaj wszystkie stowa nalezace do jezyka {a,ab,ba} \ {a}*{bb}*{a}*.

2.8 Zadania

1. Operacje na zbiorach. Niech A, B C X. Narysowaé¢ diagram przedstawiajacy te
zbiory. Ktore sg sobie rowne? Ktoére z nich mozna uszeregowac zgodnie 7z zawiera-
niem.

e AUB,
e ANBKB,
o X,
o A

X\ 4,

ANBN(X A),
(AUB)\ (AN B),

X\ (AU B),

X\ (AN DB),
(A\B)U(B\ A),
(X\A)U(X\B),
(X\A)N(X\B),

X\ ((X\A)u(X\B)),
X\ ((X\A)N(X\B)).

2. Wybieramy dowolny numer telefonu i traktujemy go jak stowo zlozone z cyfr. Podaj:

e wszystkie prefiksy tego ciggu,
e wszystkie sufiksy tego ciagu,

e kilka podciaggéow (niekoniecznie spojnych); ile jest wszystkich?
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e kilka spojnych podciaggow (podstow); ile jest wszystkich?

3. Wybieramy zbiér 2 3 elementowy. Jakie sa jego podzbiory? Ile podzbioré6w ma zbior
n-elementowy?

4. Ktore z ponizszych tozsamosci sa prawdziwe? W przypadku prawdziwych uzasadnij,
a w przypadku fatszywych podaj przyktad stowa, ktore przeczy tozsamosci.

e (AUB)UC =AU(BUCQC),
e (AUB)NC=AU(BNCQO),

(AUB)NC C AU (BN(O),

A(BUC)=ABU AC,

ABNC)=ABNAC,

ABNC)C ABN AC,

(AB)* = A*B*,

(AUB)* = (A'B")",

o At = AT

e (AUB)=ANB.

5. Co to za jezyki:

e (AN A*)*, Rozwiazanie'
A*\ AT, Rozwigzanie?

(AN B)*\ (A*U B*), Rozwiazanie®
4

{aa, ba, bb, ab}*, Rozwiazanie
(XX)*, Rozwiazanie®

(%), Rozwiazanie

Y(XX)*  Rozwiazanie’

[IIXYA Rozwigzanie®

1
<V
{3} 01 1sel nyjpedizid miummoezid g\ () 01 ‘F D 3 1[sor
3'm9}{1{zé[‘ 24} NQO Z MQJS 910d1ZM 150[ ouzootuoy WAzd Az1d ‘g 11/ Z mQls erus(ofys oz ajeismod emojg
4195058n{p [o9sAz1ed emorg
5psof8n{p [09sdzred emorg
ﬁ'gosoﬁn{p [ogsAzredorun emojg
:'psofﬁn{p [o9sLzredaiu emO}S ZoTuMOY

(- rezzid nyoo13 od 9sel 09 ¥
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. Uzywajac symboli i operacji wprowadzonych na pierwszym wyktadzie (czyli operacji
na stowach, zbiorach, jezykach i definicji zbiorow) zdefiniowaé jezyki:

e stowa zawierajace tyle samo liter a i b,

e slowa nad alfabetem {a, b} (nie)parzystej dtugosci,

e inne ...

. Poda¢ domkniecie zwrotnio-przechodnie i domkniecie symetryczne relacji {(1, 2), (2, 3), (3,1), (2,4), (5
okreslonej na zbiorze {1,2,...,6}.

. Pokaza¢, 7ze nastepujace relacje sa relacjami rownowaznosci:

e stowa z iy sa w relacji wtw., gdy |z| = |y|,
e slowa x i y sa anagramami,

e jezyki Ai B sa w relacji wtw., gdy A* = B*.
. Pokazaé, 7e nastepujace relacje sa czeSciowymi porzadkami:

e relacja zawierania C na jezykach nad ustalonym alfabetem,

e relacja porzadku leksykograficznego (alfabetycznego) na stowach,

e relacja bycia prefiksem.

. Relacja < jest okre§lona na jezykach nad ustalonym alfabetem w nastepujacy sposob:

A < B wtw., gdy istnieje taki jezyk C, ze AC = B. Udowodnij, ze relacja < jest
czesciowym porzadkiem.
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Wyktad 3. Wzorce i wyrazenia regularne

3.1 Wstep

Wyrazenia regularne to rodzaj wzorcow, do ktorych dopasowuje sie fragmenty roznych
tekstow. Nazwy tej uzywa sie w dwoch kontekstach. Pierwszy z nich dotyczy wyrazen
regularnych, jakie mozna znalezé¢ np. przy wyszukiwaniu tekstu, w bardziej rozbudowa-
nych edytorach tekstéw. Sa one rowniez szeroko stosowane w Uniksie, w r6znego rodzaju
programach do wyszukiwania i przetwarzania informacji tekstowych, np. grep, awk i sed,
a takze w generatorze analizatorow leksykalnych Lex.

Terminu tego uzywa sie rowniez w teorii jezykow formalnych w podobnym znaczeniu.
Jednak w tym przypadku liczba konstrukcji jakie moga by¢ uzywane do budowy wyrazen
regularnych jest ograniczona do absolutnego minimum.

Jest to poniekad naturalne, gdyz oba rodzaje wyrazen regularnych stuza innym celom.
W pierwszym przypadku ma to by¢ wygodny w uzyciu jezyk, pozwalajacy na zwiezte
zapisywanie wzorcow. Stad jest od dosy¢ rozbudowany i zawiera wiele konstrukcji. W
drugim przypadku bardziej nas interesuje badanie samych wyrazen regularnych i ich sity
wyrazu. Stad jezyk tych wyrazen regularnych jest maksymalnie uproszczony, a wszystkie
konstrukcje, ktore mozna wyrazi¢ w inny sposob zostaly z niego usuniete.

W trakcie tego kursu bedziemy uzywali obu rodzajow ,wyrazen regularnych”. Musimy
wiec nada¢ im rozne nazwy. Wyrazenia regularne takie, jak sa uzywane w Lex’ie, be-
dziemy nazywaé¢ wzorcami. Natomiast sam termin ,wyrazenia regularne” zarezerwujemy
dla takiego jego znaczenia, jakie ma w teorii jezykow formalnych.

Na potrzeby tego rozdzialu ustalamy jako domy$lny alfabet > zbior znakow ASCIIL.

3.2 Wzorce

Ponizej podajemy definicje wzorcow. 7Z jednej strony jest ona wzorowana na wyrazeniach
regularnych w Lex’ie, ale nie wymieniliémy tutaj wszystkich dostepnych tam konstrukcji.
7 drugiej strony dodaliSmy dwie konstrukcje, ktore nie sg dostepne w Lex’ie. Definicja
ta, oprocz sktadni wzorcow, opisuje tez nieformalnie ich semantyke. Semantyka ta jest
bardziej formalnie zdefiniowana dalej.

Def. 19. Wzorce, to wyrazenia, ktére mozemy budowaé¢ w podany ponizej sposob.

dla a € X, a jest wzorcem, do ktorego pasuje tylko stowo a (chyba, ze a ma jakies
specjalne znaczenie opisane ponizej),

e ¢ jest wzorcem, do ktorego pasuje tylko stowo puste (ta konstrukcja nie jest dostepna
w Lex’ie),

() jest wzorcem, do ktorego nie pasuje zadne stowo (ta konstrukcja nie jest dostepna
w Lex’ie),

e . to wzorzec, do ktorego pasuje dowolny znak (oprocz konca wiersza),
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o “r” to wzorzec, do ktorego pasuje tylko stowo x (nawet jak zawiera jakie§ znaki o
specjalnym znaczeniu),

e \a — ma analogiczne znaczenie jak w C, np. \n oznacza znak nowej linii,

e [...] to wzorzec, do ktorego pasuje dowolny ze znakéow wymienionych w kwadrato-
wych nawiasach, np. do [abc| pasuje dowolny ze znakow a, b i c,

e [a — b] to wzorzec, do ktorego pasuje dowolny znak od a do b, zakresy takie mosna
taczy¢, np. [a—zA—Z] to wzorzec, do ktorego pasuje dowolna litera, mata lub wielka,

e ["...] to wzorzec, do ktorego pasuje dowolny znak oprocz znakéw wymienionych
wewnatrz kwadratowych nawiaséw, np. do ["zyz] pasuje dowolny znak oprocz x, y i
Z7

e jesli v jest wzorcem, to a? jest wzorcem, do ktérego pasuje € oraz wszystkie te stowa,
ktore pasuja do «,

e jesli a jest wzorcem, to a* jest wzorcem, do ktorego pasuje sklejenie zera lub wiece]
stow pasujacych do «,

e jesli a jest wzorcem, to a™ jest wzorcem, do ktorego pasuje sklejenie jednego lub
wiecej stow pasujacych do «,

e jesli o i B sa wzorcami, to a3 jest wzorcem, do ktérego pasuja sklejenia stow pasu-
jacych do « i stow pasujacych do 3,

e jesli i B sa wzorcami, to a | § jest wzorcem, do ktorego pasuja te stowa, ktore
pasuja do « lub do £,

e jesli v i B sa wzorcami, to a N 3 jest wzorcem, do ktorego pasuja te stowa, ktore
pasuja rownoczesnie do v i 3 (ta konstrukcja nie jest dostepna w Lex’ie),

e jesli a jest wzorcem, to @ jest wzorcem, do ktorego pasuja wszystkie te stowa, ktore
nie pasuja do a (ta konstrukcja nie jest dostepna w Lex’ie),

e jesli a jest wzorcem, to jest nim rowniez («) i pasuja do niego te same stowa, co do
a — inaczej mowiac, do budowy wzorcow mozemy uzywaé nawiasow,

Przyktlad: Oto gars¢ przyktadowych wzorcow:
e [0 — 9]" opisuje (niepuste) ciagi cyfr, czyli zapisy dziesietne liczb naturalnych.

e Do wzorca (a*bba*) N (ab | ba)* pasuje tylko stowo abba. Do a*bba* pasuja stowa
zawierajace dokladnie dwie litery b i to potozone obok siebie, a do (ab | ba)* pasuja
stowa zbudowane z ,cegietek” ab i ba. Jedynym stowem, ktore pasuje do obydwu tych
wzorcow jest wlasnie abba.
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Wzorzec [A— Z|[A— Z][0—9][0—9][0—9][0 —9][0 — 9] opisuje jedna z form numerow
rejestracyjnych, ztozonych z dwoch liter i pieciu cyfr.

Zdefiniujemy teraz bardziej formalnie semantyke wzorcow.

Def.

20. Niech « i 8 beda wzorcami. Przez L(«) oznaczamy jezyk opisywany przez

wzorzec «, czyli jezyk ztozony z tych stow, ktore pasuja do wzorca o. L(«) definiujemy
indukcyjnie ze wzgledu na budowe wzorca a:

L(a) ={a}, dla a € ¥, o ile a nie ma specjalnego znaczenia opisanego nizej,
) = {6}

0) =

L() =\ {\n},

L(sw) = {a}

h

L

laray . .. ag]) = {a1,aq, ..., ax},

L(la —b]) ={a,...,b}  zalezy od kolejnosci znakéw w kodowaniu ASCII,

L(e
(
(-
(
(
(
L(["a = b]) = %\ L([a = b])
L(a?) = L{a) U {e},
(@)
(
(
(
(@n
(
((a

*

L
L

/\

O

Badajac wzorce czesto bedziemy chcieli poréwnywac nie tyle je same, ale ich znaczenia.
Przyda nam sie do tego pojecie rownowaznos$ci wzorcow.

Def.
O

21. Powiemy, 7e dwa wzorce « i (3 sa rownowazne, o = 3, wtw., gdy L(«a) = L(3).

Oto garéc tozsamosci dotyczacych wzorcow. Niektore z nich, tak naprawde, poznalismy
juz w poprzednim wyktadzie jako tozsamo$ci dotyczace jezykow.
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a(f | v) = af | ay — to nic innego jak rozdzielno§é sklejania jezykow wzgledem ich
sumowania, zastosowana do wzorcow,

(B | v)a=Pal ya—jw.,
e la=all =0 0 jest ,zerem” sklejania, rowniez dla wzorcow,

e o =a|aa” =a|ata — oto dwie rekurencyjne definicje operacji T,

(af)*a = a(fa)*, — oba wzorce opisuja naprzemienne ciagi o i § zaczynajace i
koniczace sie -3,

(o*)* = a* — domykanie domkniecia Kleene’ego nie wnosi nic dodatkowego,

(a | B)* = («*F*)*  ciag a i f mo7na zawsze przedstawi¢ jako poprzeplatane ze
sobg ciagi « i ciagi [ (wliczajac w to ciagi dtugosci zero), i vice versa.
3.3 Wyrazenia regularne

Okazuje sie, ze wiele z konstrukcji wystepujacych we wzorcach moze by¢ zastapionych
prostszymi konstrukcjami. Na przyktad zamiast [a — ¢] mozna napisa¢ a | b | ¢. Postepujac
w ten sposob, kazdy wzorzec mozna przerobié¢ na taki, ktory zostal zapisany przy uzyciu
tylko pewnego minimalnego zestawu konstrukcji. Wzorce, ktore mozemy zapisaé¢ przy
uzyciu owego minimalnego zestawu operacji, nazywamy wyrazeniamsi reqularnymi.

Def. 22. Wyrazenia regularne, to takie wzorce, ktore sa zbudowane tylko przy uzyciu:
° £,
o (.

a,dla a € 3,

af, gdzie a i B to wyrazenia regularne,

a | B, gdzie ac i B to wyrazenia regularne,

a*, gdzie o to wyrazenie regularne,
e (a), gdzie v to wyrazenie regularne.
O

Jak zobaczymy dalej, wszystkie pozostate konstrukcje sa redundantne, cho¢ w praktyce
sa przydatne. Wyrazenia regularne beda nam potrzebne wowczas, gdy bedziemy sie zajmo-
wali tym, co mozna wyrazi¢ za pomocg wzorcow i ogélnymi wtasciwosciami jezykow, ktore
mozna opisywaé za pomoca wzorcoOw. Dzieki ograniczeniu zestawu mozliwych konstrukeji
do niezbednego minimum, nasze rozwazania beda prostsze.
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3.4 Jezyki regularne

Klase jezykow, dla ktorych istnieja opisujace je wzorce nazywamy jezykami reqularnymi.

Def. 23. Powiemy, ze jezyk A jest reqularny, wtw., gdy istnieje wzorzec « opisujacy A,
czyli A = L(a). O

Jak pozniej pokazemy, wzorce maja taka sama sile wyrazu co wyrazenia regularne,
tzn. jedli dla danego jezyka istnieje opisujacy go wzorzec, to istnieje réwniez opisujace go
wyrazenie regularne.

Jeden 7 problemow, jakim bedziemy sie zajmowacé w trakcie tego kursu, to: jakie jezyki
sa regularne? Okazuje sie, ze nie wszystkie. Ponizej podajemy kilka prostych wtasnosci
klasy jezykéw regularnych.

Fakt 1. Kazdy jezyk skonczony jest reqularny.

Dowo6d: Niech {zy, 29, ..., x,} bedzie niepustym skoriczonym jezykiem. Jezyk ten mosna
opisa¢ wzorcem (a dokladniej wyrazeniem regularnym) postaci x; | o | ... | z,. Jezyk
pusty mozna opisa¢ wzorcem (). U

Fakt 2. Niech A i B bedg jezykami reqularnymi. Jezyki AUB, ANB, AB, A i A* sq tez
reqularne.

Dowo6d: Skoro A i B sa regularne, to istnieja opisujace je wzorce a i 3, L(a) = A,
L(3) = B. Interesujace nas jezyki sa regularne, bo opisuja je wzorce: a | 3, aNf, af, @i
ar. O
3.5 Podsumowanie

W tym wyktadzie poznalismy wzorce oraz wyrazenia regularne. Jezyki jakie mozna za ich
pomocy opisaé¢ tworzag klase jezykéw regularnych.

3.6 Skorowidz

e Jezyk opisywany przez wzorzec to jezyk ztozony 7z tych stow, ktore pasuja do
wzorca .

e Jezyk regularny, to taki jezyk, dla ktorego istnieje opisujacy go wzorzec.

e Wyrazenia regularne to szczegolny przypadek wzorcow, do ktorych zapisu uzyto

wylacznie: symboli alfabetu, ¢, (), sklejania, |, * i nawiasow.

e Wzorce to rodzaj wyrazen, do ktorych dopasowujemy stowa nad ustalonym alfabe-
tem. Wrzorzec opisuje jezyk ztozony ze stow, ktore do niego pasuja.
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3.7 Praca domowa

1. Podaj wyrazenie regularne rownowazne wzorcowi: ([a — ] | a(b?))*.
2. Podaj wzorzec opisujacy poprawne numery indeksow studentow, np. postaci s0124.

3. Upros¢ nastepujacy wzorzec (a | b)(aa | ab | bb | ba)*(a | b).

3.8 Cwiczenia

1. Podaj wzorce/wyrazenia regularne opisujace jezyk ztozony ze stow:

(a) nad alfabetem {a,b}, ktore zawieraja podstowo bbab,

(b) nad alfabetem {a, b, c}, ktore zaczynaja sie i koficza tym samym znakiem,
(c) nad alfabetem {a, b}, ktore nie zawieraja podstowa aa,

(d) nad alfabetem {a, b}, ktore nie zawieraja podstowa ab,

(e) nad alfabetem {a, b, c}, ktore nie zawieraja podstowa aa,

(f) nad alfabetem {a, b, c}, ktore nie zawieraja podstowa ab,

(g) nad alfabetem {a,b, ¢} zlozonych tylko z jednego rodzaju symboli,

(h) nad alfabetem {a, b, c} ztozonych co najwyzej 7 dwoch rodzai symboli,

(i) nad alfabetem {a, b}, ktore zawieraja parzysta liczbe liter a.

2. Porownaj podane wzorce pod katem rownowaznosci / zawierania sie odpowiadajacych
im jezykow. Jesli sa rownowazne, to uzasadnij to. Jezeli nie, to podaj przyktad stowa,
ktore pasuje do jednego wzorca, ale nie do drugiego.

) (a?0?)" i (a | )",
) (a]b)*ia*|b*,

¢) (a*b)* i (b*a)*,

) (a]b)*i(aa|ab]| ba|bb),
)
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Wyktad 4. Analiza leksykalna i generatory analizatorow
leksykalnych

Wzorce mozemy spotka¢ w wielu narzedziach  wszedzie tam, gdzie chcemy wyszukiwac
pewne fragmenty tekstu, wyszukiwany fragment mozemy opisa¢ wtasnie za pomoca wzorca:

e w edytorach tekstow czesto mozemy podacé nie tylko wyszukiwany tekst, ale wtasnie
wzorzec,

e programy systemowe shuzace do wyszukiwania informacji, np. grep, sed, czy awk,

e biblioteki programistyczne zawierajace procedury rozpoznajace wystgpienia wzorcow
w tekscie,

e generatory analizatoroéw leksykalnych (skanerow).

Tym ostatnim zastosowaniem zajmiemy sie blizej. Najpierw jednak musimy przyblizyé
pojecie analizy leksykalnej.

4.1 Analiza leksykalna

Miejsce na analize leksykalng jest wszedzie tam, gdzie wczytujemy dane o okreslonej
sktadni. Wezytujac takie dane, zanim bedziemy mogli je przetwarza¢, musimy rozpo-
znac ich sktadnie. Pomyst polega na tym, aby najpierw wezytywany ciag znakéow podzielié
na elementarne cegietki sktadniowe - nazywane leksemam:  a dopiero dalej analizowad
ciag leksemow. Analizator leksykalny (nazywany tez skanerem) to wyodrebniony modut
zajmujacy sie tym zadaniem.

Analiza leksykalna powstala i rozwineta sie w ramach prac nad budows kompilatorow.
Wszak kompilator musi najpierw wezytac i zanalizowac skladnie wezytywanego programu.
Jej zastosowania sg jednak duzo szersze. Praktycznie analize leksykalng mozna zastoso-
wal¢ w kazdym programie, ktory wezytuje dane posiadajace jakas sktadnie, na przyktad
w: przegladarkach internetowych, edytorach, systemach sktadu tekstu, programach kon-
wertujacych, czy jakichkolwiek aplikacjach posiadajacych pliki konfiguracyjne o okreslonej
sktadni.

Czemu wyodrebnia¢ analize leksykalng jako osobny modul? Jest kilka powodow:

e uproszczenie konstrukcji programu — tatwiej opracowaé¢ osobno analize leksykalng i
reszte analizy sktadniowej,

e zwiekszenie przeno$nosci — w module analizie leksykalnej mozna ukryé wszystkie
szczegOly zwigzane ze sposobem wezytywania plikow, reprezentacjg znakow, itp.,

e zwiekszenie efektywnosci  analiza leksykalna, choé¢ koncepcyjnie prosta, moze zaj-
mowacé duzg czeS¢ czasu pracy programu; wladciwe jej zaimplementowanie moze po-
prawi¢ efektywnosé¢ programow,
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Napisanie efektywnego skanera nie jest proste. Nie musimy jednak tego robié¢ recznie. Prak-
tycznie dla kazdego jezyka programowania istnieja narzedzia, tzw. generatory analizatorow
leksykalnych, ktore zrobig to za nas. Musimy im jedynie dostarczy¢ specyfikacji opisujace;j
jak wygladaja leksemy, owe elementarne cegietki, na ktére chcemy podzieli¢ wezytywany
cigg znakow i jakie jest ich znaczenie.

4.2 Leksemy, zetony i atrybuty

W trakcie analizy leksykalnej wezytywany ciag znakow jest dzielony na leksemy. Jednak to
co jest przekazywane dalej, to nie sa doktadnie leksemy. Formalnie, leksem to cigg znakow.
To co jest przekazywane, to informacja reprezentujgca znaczenie leksemu. Informacja ta
jest reprezentowana za pomoca tzw. Zetonu i opcjonalnego atrybutu. Zeton niesie infor-
macje o rodzaju leksemu. Jezeli leksemy danego rodzaju niosa ze soba pewna ,wartos¢”,
to zetonowi towarzyszy atrybut i jest on réwny tej wartosci. Podsumujmy wiec znaczenie
tych trzech terminow:

leksem to ciag kolejnych znakéw stanowiacych semantycznie niepodzielng catosc,
zeton (ang. token) to stala (calkowita) reprezentujaca rodzaj wezytanego leksemu,
atrybut to opcjonalna wartos¢ reprezentujaca znaczenie leksemu.
Typowe leksemy, to:

e identyfikatory,

e slowa kluczowe,

® napisy,

e liczby caltkowite i rzeczywiste,

e operacje arytmetyczne i relacje,

e nawiasy i innego rodzaju znaki ,interpunkcyjne”.

Najlepiej powyzsze pojecia zilustrowaé¢ na przyktadach.
Przyklad: Rozwazmy instrukcje (z kompilowanego programu) postaci:
E:=mxc’2;
Mozemy ja rozbi¢ na nastepujacy ciag leksemow:
E, ==, m x ¢ ", 2 ;
Natomiast ich reprezentacja za pomoca zetondéw i atrybutéw bedzie nastepujaca:
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Zeton

Atrybut

E identyfikator

= przypisanie

m identyfikator

* mnozenie

C identyfikator

A potegowanie

2 liczba catkowita
; $rednik

79
’7E

Przyktad: Rozwazmy fragment Zzrodet HTML:

<head>

<meta http-equiv="Content-Type" content="text/html; charset=iso-8859-2">

<title>PJWSTK - JFA</title>

Jak ten fragment nalezy podzieli¢ na leksemy? Pamietajmy, ze leksemy musza by¢ niepo-

dzielne semantycznie. Oto jeden z mozliwych podziatow:

Leksem Zeton Atrybut

<head open-start-tag | ,,head”

> close-tag

<meta open-start-tag | ,meta”
http-equiv identyfikator | ,http-equiv”

= réwnosc

"Content-Type" napis ,Content-Type
content identyfikator ,content”

= rownos¢

"text/html; charset=i1s0-8859-2" | napis ,text/html; charset=is0-8859-2"
> close-tag

<title open-start-tag | ,title”

> close-tag

PJWSTK - JFA text ,PJWSTK - JFA”
</title open-end-tag | ,title”

> close-tag

Jak widaé¢ z powyzszych przyktadow, typowe atrybuty leksemow to

e identyfikator

nazwa identyfikatora (jesli nie odroznia sie maltych i wielkich liter,

to w znormalizowanej postaci, np. pisana samymi wielkimi literami),

e napis  tres¢ napisu,
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e liczba — jej warto$¢,

Piszac specyfikacje dla Lex’a musimy dla kazdego zetonu opisaé¢ jaka posta¢ moga miec¢
leksemy odpowiadajace temu zetonowi. Robimy to podajac dla kazdego zetonu wzorzec.
Nastepnie dla kazdego zetonu podajemy fragment kodu, ktory na podstawie leksemu oblicza
wartosé atrybutu.

Przyktad: Oto kilka przyktadow zetonoéw i wzorcow opisujacych odpowiadajace im lek-
semy:

Zeton Przyktad leksemu | Wzorzec

st _klucz_if if if
identyfikator (zlozony | Pom [a—zA—Z]T
tylko z liter)

liczba _catkowita —42 —?[0 — 9]

Projektujac podzial wejscia na leksemy i dobierajac zetony powinniSmy kierowaé sie
nastepujacymi zasadami:

e Leksemy powinny byé¢ niepodzielne semantycznie.

e Leksemom, ktore maja tego samego rodzaju semantyke powinien odpowiadaé ten
sam zeton.

e Leksemy odpowiadajace jednemu zetonowi powinno sie da¢ opisa¢ wzorcem.

Skaner jest zwykle zrealizowany w postaci modutu, ktory udostepnia procedure ,daj
kolejny leksem”. Procedura ta rozpoznaje jeden leksem i zwraca odpowiadajacy mu zeton
i atrybut. Mozna wiec powiedzie¢, ze skaner przetwarza strumien znakéw w strumien par:
zeton, atrybut.

Proste atrybuty, takie jak liczby, sa przekazywane wprost. Bardziej zlozone atrybuty,
takie jak nazwy identyfikatorow, moga byé przez skaner umieszczane w specjalnym stow-
niku, nazywanym tablica symboli. Wowczas jako atrybut przekazywany jest wskaznik lub
pozycja w tablicy symboli. Z jednej strony, dzieki temu oszczedzamy na pamieci. Z drugiej
strony, sama pozycja w tablicy symboli jest wystarczajaca, gdyz zwykle nie jest istotne,
jak sie dany identyfikator nazywa, tylko ktory z identyfikatorow to jest.

4.3 Generator analizatoréw leksykalnych Lex

Generator analizatorow leksykalnych na podstawie specyfikacji skanera sam generuje jego
kod. Jest wiele roznych generatorow analizatoréw leksykalnych, réznego pochodzenia i
przeznaczonych dla roznych jezykoéw programowania. Skupiamy sie na generatorze Flex /Lex
przeznaczonym dla C/C++. Nazwa |F|lex to skrot od [Fast| LEXical analyzer generator.
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Specyfikacja taka zawiera z jednej strony opis sktadni lekseméw roznych rodzajow, a
z drugiej zawiera fragmenty kodu, ktore maja byé wykonane w przypadku napotkania
leksemu okreslonego rodzaju.

Dla kazdego rodzaju leksemow (tj. dla kazdego zetonu) specyfikacja skanera zawiera:

e wzorzec opisujacy posta¢ leksemow (danego rodzaju),
e fragment kodu wykonywany w momencie napotkania leksemu danego rodzaju.

Fragmenty kodu wykonywane w momencie rozpoznania leksemu maja oczywiscie dostep
do stowa (napisu) stanowiacego rozpoznany leksem. Ich glownym zadaniem jest przeka-
zanie zetonu i obliczenie ew. atrybutu. Jednak z punktu widzenia Lex’a moga one robié¢
cokolwiek. Jezeli np. naszym zadaniem jest przettumaczenie jednej postaci danych na inna,
takie fragmenty moga wypisywaé przettumaczone odpowiedniki wezytanych leksemow.

4.3.1 Definicje nazwanych wzorcow

W specyfikacji dla Lex’a zwykle pewne wzorce pojawiaja sie wielokrotnie. Zeby nie powta-
rza¢ ich, wprowadzono mozliwo$é¢ definiowania pomocniczych nazwanych wzorcow. Defini-
cje takie maja postac:

nazwa wzorzec

Od momentu zdefiniowania nazwanego wzorca, mozna sie do niego odwolywaé¢ w innych
wrzorcach poprzez: {nazwa}. W definicjach nazwanych wzorcow mozna sie odwotywaé¢ do
nazwanych wzorcow zdefiniowanych wcze$niej, ale tylko wezesniej  tym samym definicje
wzorcOw nie moga by¢ rekurencyjne.

Przyktad:

cyfra [0-9]

cyfry {cyfra}+

cz_utamkowa "."{cyfry}

znak_opc ("+-1)7

wyktadnik_opc (E{znak_opc}{cyfry})?

liczba {znak_opc} ({cyfry}{cz_utamkowa}|{cyfry}|{cz_utamkowal}){wyktadnik_opc}

Definicje nazwanych wzorcow pozwalajg w zwiezty sposob powiazaé nazwy z okreslo-
nymi wzorcami. Nie wnoszg one jednak nic do sity wyrazu wzorcow. Definicji nazwanych
wzorcOw mozna sie zawsze pozby¢ rozwijajac wszystkie definicje.
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4.3.2 Specyfikacje skaneréw dla Lex’a

Jezyk specyfikacji dla Lex’a zawiera mnostwo szczegotow, ktorych nie bedziemy tutaj oma-
wia¢é. W tej chwili naszym zadaniem jest wprowadzenie Crzytelnika w typowy sposob
wykorzystania Lex’a. Gdy zawarte tu informacje okaza sie niewystarczajace, odsytamy
Czytelnika do dokumentacji generatora skaner6w (man lex).

Specyfikacja dla Lex’a sktada sie z trzech czedci:

e deklaracji programistycznych (stalych i zmiennych), oraz definicji regularnych,
e regul rozpoznawania leksemow,
e dodatkowych procedur zdefiniowanych przez uzytkownika.

Czesci te sg oddzielone od siebie wierszami postaci: ,, %%

Deklaracje programistyczne Dowolne globalne deklaracje programistyczne mozna
umiesci¢ ujmujac je w nawiasy %4{ ...%}. Dotyczy to rowniez dyrektyw #include.

Definicje nazwanych wzorcow Zapisane zgodnie z opisang powyzej skladnig.

Reguly rozpoznawania lekseméw Reguly rozpoznawania leksemow maja postac:
Wwzorzec fragment kodu

Jezeli fragment kodu jest dtuzszy niz jedna instrukcja, to musi byé ujety w nawiasy {
..}). Wzorzec musi zaczynaé sie na poczatku wiersza i nie moze zawiera¢ zadnych (nie
ujetych w cudzystowy) odstepow.

Dodatkowe procedury W trzeciej cze$ci mozna umiescic¢ deklaracje wtasnych procedur.
W szczegblnosci mozna tam zdefiniowaé procedure main.

4.3.3 Rozpoznawanie leksemoéow

Zanim zobaczymy przyktady specyfikacji, musimy zrozumie¢, jak dziataja wygenerowane
przez Lex’a skanery. Skaner udostepnia funkcje (int yylex()) stuzaca do wezytania jed-
nego leksemu. Jezeli plik zostal wezytany, to yylex zwraca 0. Wpp. stara sie dopasowac
pewien fragment poczatkowy wejscia do jednego 7 podanych wzorcow, wg. nastepujacych
zasad:

o Jezeli istnieje kilka mozliwych dopasowan leksemu, przede wszystkim wybierany jest
jak najdtuzszy leksem.
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o Jedli jest kilka wzorcoéw pasujacych do najdtuzszego mozliwego leksemu, to wybierany
jest pierwszy z nich (zgodnie z kolejnoscia w specyfikacji). Nastepnie wykonywany
jest fragment kodu odpowiadajacy dopasowanemu wzorcowi. Dopasowany leksem
jest dostepny poprzez zmienng yytext i ma dlugos¢ yyleng. (Zmienna yytext moze
by¢ typu char yytext[] lub char *yytext.)

e Jedli wykonywany fragment kodu zakonczy sie poprzez return, to jest to powrot z
wywotania procedury yylex. Wpp. rozpoczyna sie dopasowywanie kolejnego leksemu
itd.

Zeton powinien byé zwracany wlasnie jako wynik procedury yylex. Jesli chcemy
przekazywaé atrybuty, to powinni$my je przypisa¢ (zadeklarowanym w pierwszej cze-
Sci specyfikacji) zmiennym.

e Jezeli nic sie nie udato dopasowaé, to jeden znak z wejscia jest przepisywany na
wyjécie i rozpoznawanie leksemow zaczyna sie od poczatku.

Przyktlad: Oto specyfikacja skanera, ktory kazdy napis ,,FO0” zamienia na ,,Foo”, ,,BAR”
na ,Bar” i ,,FOOBAR” na ,Foobar”. Wszystko inne jest przepisywane z wejscia na wyjscie
bez zmian.

hi

#include <stdio.h>
5}
/YA
F0OO printf ("Foo");
BAR printf ("Bar");

FOOBAR printf(“Foobar");
hoh
int main() {

yylex();
return O;

3

Przyktad ten znajduje sie w pliku foobar.1.

Przykltad: Oto specyfikacja skanera, ktory wyszukuje w wejéciu liczby zmiennopozycyjne
i wypisuje je. Wszystko inne jest ignorowane.
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YA
#include <stdio.h>
#include <math.h>

h}

cyfra [0-9]

cyfry {cyfralt+

cz_utamkowa "."{cyfry}

znak_opc ("+-1)7

wyktadnik_opc (E{znak_opc}t{cyfry})?

liczba {znak_opc} ({cyfry}t{cz_utamkowa}|{cyfry}|{cz_utamkowa}){wyktadnik_opc}
o

{liczba} { printf("%g", atof(yytext)); %}

{ /% nic */ }
YAA

int main() {

yylex();
return O;

3

Przyktad ten znajduje sie w pliku liczby.1.

Przyktlad: Nastepujaca specyfikacja opisuje skaner, ktory usuwa komentarze postaci /*
...*/. Uwaga: nie uwzglednia ona innych rodzajéw komentarzy, ani napisow.

o
A RIQEE SRRV TR G VADDERE VA { /* Nic */ }
"k { printf("Nieprawidtowy komentarz."); }

/A
int main() {

yylex(O);
return O;

}

Przyktad ten znajduje sie w pliku uncomment.1.
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W powyzszych przykladach nie uzywaliSmy zetonéw ani atrybutéw. Jedno wywolanie
funkcji yylex przetwarzalo cale wejscie. Ponizszy przyktad ilustruje wykorzystanie zeto-
now i atrybutow.

Przyktad: Oto specyfikacja prostego skanera, ktory sumuje wszystkie liczby catkowite

rnajdujace sie na wejsciu, pomijajac wszystko inne.

YA
#include <stdio.h>
#define LICZBA 1
int attr;

%}
INTEGER -7[0-9]+
Toth

{INTEGER} { attr = atoi(yytext);
return LICZBA; }

\n { /% Nic */ }
Wk

int main() {
int sum=0;

while (yylex() == LICZBA) sum += attr;
printf("suma = %d\n", sum);
return O;

}

Przyktad ten znajduje sie w pliku sum.1.

4.4 Podsumowanie

Wyktad ten wyjasnia czym jest analiza leksykalna i generatory analizatorow leksykalnych,
takie jak Lex. Pokazuje tez jak pisa¢ specyfikacje analizatorow leksykalnych dla Lex’a.
Umiejetnosé¢ korzystania z Lex’a bedzie jeszcze przedmiotem ¢wiczen laboratoryjnych.
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4.5 Skorowidz

e Analiza leksykalna polega na wczytaniu strumienia znakow, podzieleniu go na
leksemy i przeksztalceniu na zetony i ew. atrybuty.

e Atrybut (leksemu) to opcjonalna warto$¢ reprezentujaca znaczenie/warto$é lek-
semu.

e Definicje nazwanych wzorcoéw to czesé specyfikacji dla Lex’a wigzaca z okreslo-
nymi nazwami okreslone wzorce.

e Generator analizatoréw leksykalnych to program generujacy, na podstawie spe-
cyfikacji, kod analizatora leksykalnego (skanera).

e Leksem to ciag kolejnych znakow stanowigcych semantycznie niepodzielng calosé.
e Lex to generator analizatorow leksykalnych.
e Skaner (analizator leksykalny) to modul zajmujacy sie analiza leksykalna.

e Zeton to stala reprezentujaca rodzaj leksemu.

4.6 Praca domowa

1. Dla nastepujacego fragmentu pliku ini:

[info]

drivername=ContentIndex
symbolfile=perfci.h

[languages]

009=English

015=Polish

[objects]

CIOBJECT_009_NAME=Indexing Service
CIOBJECT_015_NAME=Ustuga indeksowania

podaj:

e jak by$ go podzielil na leksemy,
e jakie zetony by$ wyodrebnit.

2. Napisz specyfikacje skanera, ktory zamienia wszystkie stowa tak, ze pierwsza litera
jest wielka, a kolejne sa male. Wszystkie inne znaki, ktore nie tworza stow, powinny
by¢ wypisywane bez zmian.
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4.7 Cwiczenia

1. Podaj leksemy pojawiajace sie w ponizszych programach.

e function abs (i : integer): integer;
{ Oblicza warto§¢ bezwzglednag i }
begin
if 1 > 0 then abs := i else abs := -1
end;
e int abs (i)
int i;
/* Oblicza warto§¢ bezwzgledna i */
{
return i>07i:-i;
}
2. Podaj wyrazenia wzorce opisujace nastepujace leksemy:
e numery telefoniczne: alarmowe i skrocone (trzy i czterocyfrowe), miejscowe,
miedzymiastowe, na komorki,
e identyfikatory (w Twoim ulubionym jezyku programowania)

e napisy (w Twoim ulubionym jezyku programowania) wraz z mozliwos$cig umiesz-
czania ogranicznika napisu w napisie,

e komentarze (w Twoim ulubionym jezyku programowania).
3. Napisz specyfikacje skanera, ktory:
(a) Usuwa biale znaki 7z poczatku/konca kazdej linii. (Przeczytaj w dokumentacji
Lex’a o znaczeniu " i § we wzorcach.)
(b) Zamienia ciag biatych znakow na jeden odstep.
(c) Wstawia odstep po kazdej kropce i przecinku, chyba 7ze taki odstep juz tam jest.

(d) Usuwa komentarze typu // 7 programu w C/C-++. (Ignorujemy problemy z
komentarzami postaci /*...//...*/):

e nie uwzgledniajac staltych napisowych,

e uwzgledniajac je.
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Wyktad 5. Deterministyczne automaty skonczone

5.1 Wstep

Przypomnijmy, 7ze na jezyk mozna patrze¢ jak na problem decyzyjny. W ramach tego
wyktadu zajmiemy sie modelowaniem takich mechanizmoéw liczacych, ktore sa przystoso-
wane do rozstrzygania, czy dane stowo nalezy do jezyka i sa wyposazone w pomocnicza
pamie¢ stalej wielkoséci. Takie modele to wlasnie automaty skonczone. Jezyki, dla ktorych
takie mechanizmy istnieja, jak sie pozniej okaze, to jezyki regularne. Zacznijmy jednak od
ustalenia pewnych, by¢ moze oczywistych i intuicyjnych pojec.

5.2 Intuicje

Ustalmy najpierw pewne intuicyjne pojecia: stanu i przejscia. Stan jakiegokolwiek systemu
(czy mechanizmu), to pelna informacja na jego temat w danym momencie czasu. W
szczegblnodcei stan zawiera wszelka ,,pamie¢” w jaka wyposazony jest dany system. Roéwniez
wszystko to co zdarzyto sie do danego momentu ma wplyw na przysztoéc tylko o tyle, o ile
wplyneto na stan systemu w danej chwili.

Bedziemy rozpatrywaé takie systemy i mechanizmy, ktorych stan zmienia sie w sposob
dyskretny (tj. skokowy), a nie ciggly. Podejscie takie ma zastosowanie np. do komputerow
i urzadzen cyfrowych. Praca podzespotéw komputerowych jest taktowana odpowiednimi
zegarami. Ich stan moze sie zmieniaé¢ tylko wraz z kolejnymi taktami odpowiednich ze-
garow. Na caly komputer mozemy spojrze¢ jak na system, w ktorym czas biegnie nie w
sposob ciagly, ale drobnymi skokami. W przypadku wielu innych systeméw takie podejécie
tez moze by¢ poprawne, jezeli ich stan, ktory bedzie nas interesowal, bedzie mial charakter
dyskretny. Wowczas jego zmiany beda musialy mie¢ charakter skokowy. Dlatego tez w
naszych modelach czas bedzie dyskretny, tzn. bedzie on ptynal drobnymi kroczkami.

Zmiane stanu bedziemy nazywac przejsciem  od stanu w chwili poprzedniej do stanu
w chwili nastepnej. Zwykle przejScie ma miejsce jako reakcja na pewne zdarzenie. Za-
tlozymy przy tym, ze przej$cia sa natychmiastowe — jest to oczywiscie uproszczenie, tak
samo jak zatozenie, 7e czas jest dyskretny.

Najlepiej powyzsze intuicje zilustrowaé na przyktadach:

e Kostka Rubik’a — jej stany to mozliwe ulozenia, a przejscia zachodza na skutek
wykonywania pojedynczych ruchow.

e Zegarek cyfrowy — Stan zegarka to aktualny czas (z dokladnoscia do jego pomiaru
przez zegarek) oraz cala pamie¢ zegarka (np. godzina, na ktoéra ustawiony jest bu-
dzik). Przejscia zachodza na skutek uptywu czasu lub naciskania przyciskow zegarka.

e Sterownik windy — stany tego sterownika zawieraja informacje m.inn. nt. poltozenia
windy (7 pewna dokladnoscia), kierunku jej jazdy, otwarcia lub zamkniecia drzwi,
oraz tego, jakie guziki (w windzie i na zewnatrz) byly nacisniete.
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e Wszech$wiat(?) — pytanie czy wszech§wiat jest systemem dyskretnym pozostawimy
filozofom i fizykom.

Przyklad: Na ponizszym diagramie przedstawiono uproszczony schemat dziatania bar-
dzo prostego odtwarzacza video. Stany zaznaczono owalami. W momencie wtaczenia
system znajduje sie w stanie ,Empty”. Przejécia przedstawiono jako strzatki i umieszczono
przy nich etykiety reprezentujace zdarzenia powodujace okreslone przejscia.

Eject
Start Insert Play
= (Empty) = (Stop | [ Play )
A A
2
L
Y
FFwd

5.3 Deterministyczne automaty skoriczone

Powr6émy do jezykow. Interesuje nas modelowanie mechanizmoéw obliczeniowych odpo-
wiadajacych na pytanie, czy dane slowo nalezy do ustalonego jezyka. Automat skonczony
wezytuje dane stowo znak po znaku i po wezytaniu catego stowa udziela odpowiedzi, czy
stowo to nalezy do ustalonego jezyka. PrzejScia miedzy stanami zachodza w automacie
skonczonym na skutek wezytywania kolejnych znakow analizowanego stowa. W automa-
cie deterministycznym, dla kazdego znaku jaki moze sie pojawi¢ na wejsciu i dla kazdego
stanu automatu, ze stanu tego wychodzi doktadnie jedno przejscie odpowiadajace danemu
znakowi — w kazdej sytuacji dzialanie automatu musi by¢ okreslone jednoznacznie. (W
tym wyktadzie bedziemy sie zajmowaé¢ wytacznie automatami deterministycznymi. Auto-
maty niedeterministyczne pojawia sie w kolejnym wyktadzie i dopiero wowczas bedziemy
je odrozniac.)

To, jaka jest odpowied7 udzielana przez automat zalezy od stanu osigganego po wczy-
taniu calego stowa. Jezeli odpowiedz jest pozytywna, to mowimy, ze automat akceptuje
stowo, a w przeciwnym przypadku méwimy, ze je odrzuca. Stany, w ktorych automat
akceptuje nazywamy stanami akceptujgcymi. Pamietajmy jednak, ze o tym, czy auto-
mat akceptuje stowo decyduje wylacznie ostatni stan ten, w ktorym automat jest po
wczytaniu catego stowa.

Dodatkowo, automat skoniczony, jak sama nazwa wskazuje, ma skonczong liczbe stanow.
Oznacza to, ze dysponuje on stalyg pamiecig dodatkowa, tzn. wielko§¢ pamieci dodatkowe;j
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nie zalezy od dhugosci wezytywanego stowa i jest ograniczona przez stata. Jezeli do stwier-
dzenia, czy stowo nalezy do ustalonego jezyka potrzebna jest pamie¢ pomocnicza, ktorej
nie da sie ograniczy¢ przez stala, to taki jezyk nie jest akceptowany przez zaden automat
skonczony. Przyktady takich jezykow, oraz techniki dowodzenia tego pozrnamy w dalszych
wyktadach.

Przyklad: Zanim podamy formalna definicje automatu skoriczonego zobaczmy prosty
przyktad takiego automatu.

Do prezentowania automatoéw skonczonych bedziemy uzywaé¢ diagraméw podobnych
do diagramu odtwarzacza wideo z poprzedniego punktu. Stany automatu oznaczamy na
diagramie punktami, a przejécia strzatkami. Przejécia etykietujemy znakami, ktorych wezy-
tanie powoduje dane przejscie. Poczatkowy stan automatu oznaczamy strzatka ,znikad”.
Stany akceptujace zaznaczamy otaczajac je dodatkowym kotkiem.

b ab

Powyzszy automat wezytuje stowa nad alfabetem ¥ = {a,b}. Akceptuje on wszystkie
stowa zawierajace cho¢ jedna litere a  tylko takie stowa moga spowodowaé przejscie do
stanu po prawej stronie.

Def. 24. Automat skoriczony (deterministyczny), to dowolna taka piatka M = (Q, 3,9, s, F'),
w ktorej:

e () to skonczony zbior stanow,

e 3 to (skoriczony) alfabet wejsciowy,

d:Q x X — Q to funkcja przejscia — 6(q,a) to stan do ktérego przechodzimy ze
stanu ¢ na skutek weczytania znaku a,

s to stan poczatkowy,

F C @ to zbior stanow akceptujacych.

O

Przedstawiajac automat musimy podaé informacje o wszystkich pieciu elementach. For-
malne podawanie pigtki, takiej jak w definicji, jest malto czytelne. Dlatego tez zwykle
przedstawia sie automat w postaci tabelki lub diagramu.
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Przyklad: Nastepujaca diagram i tabelka przedstawiaja ten sam automat.

d g 8.8
a a a
Sy v ¢
a b
— 01 0
112 1
213 2
F 313 3

Tabelka przedstawia przede wszystkim funkcje przejscia 6. Wiersze sg indeksowane sta-
nami. Kolumny sg indeksowane znakami z alfabetu wej$ciowego. Komorki tabeli zawieraja
stany, do ktorych przechodzimy na skutek wczytania pojedynczych znakéw. Dodatkowo,
stan poczatkowy jest zaznaczony za pomocy strzatki —, a stany akceptujace sa zaznaczone
literami F.

Zaleta diagramow jest ich przejrzystosé oraz to, ze nie ma konieczno$ci nazywania
standéw. Natomiast zaleta tabel jest ich zwarta postac.

Dane dla automatu to dowolne stowo z € ¥*. Dziatanie automatu mozemy zasymulo-
wal w nastepujacy sposob:

1. Na poczatku automat jest w stanie poczatkowym.

2. Wezytujemy kolejne znaki stowa na wejéciu i zmieniamy stan zgodnie z przejSciami
odpowiadajacymi tym znakom.

3. Po wezytaniu catego stowa i wykonaniu wszystkich przejs¢ sprawdzamy, czy automat
jest w stanie akceptujacym. Jezeli tak, to stowo jest akceptowane przez automat,
Wpp. nie.

Majac automat przedstawiony w formie diagramu mozemy potraktowaé¢ ten diagram jak
plansze. Na poczatku stawiamy pionek na polu / w stanie poczatkowym. Nastepnie
przesuwamy pionek zgodnie z wezytywanymi znakami. Jesli na koniec jesteSmy na polu /
w stanie akceptujacym, to stowo jest akceptowane.

Przyktad:
Czas formalnie zdefiniowa¢ dziatanie deterministycznych automatéw skoniczonych. Niech
M ={(Q,%,0,s, F) bedzie ustalonym deterministycznym automatem skonczonym.

Def. 25. Funkcje przejscia § : Q x ¥ — @ rozszerzamy do funkcji 0* : Q@ X ¥* - Q w
nastepujacy sposob:
0"(q,¢) =q
5*(q,za) = (6" (q, ), a)
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Podczas gdy funkcja ¢ okresla dzialanie automatu dla pojedynczego znaku, funkcja 6*
okresla jego dziatanie dla calych stow.

Def. 26. Automat akceptuje stowo x wtw., gdy 6*(s,z) € F.
Jezyk akceptowany przez automat M, to:

L(M)={xeX*:6"(s,z) € F}
O

Inaczej moéwiage, jezyk akceptowany przez automat sktada sie doktadnie 7z tych stow,
ktore ten automat akceptuje.

Przyklad: Automat akceptujacy stowa nad alfabetem {a,b} zawierajace podstowo aa.

Q\i/oa 8

b

Przyktad: Automat akceptujacy {x € {0,1}* : = w uktadzie binarnym jest podzielne
przez 3 }.

0

Q 1 0

— = — .

— o o 1

~

0O 1 1 o0 2

Stany reprezentuja reszty modulo 3. Po wczytaniu dowolnego ciggu cyfr automat jest
w stanie odpowiadajgcym reszcie z dzielenia wezytanej liczby przez 3. Stan poczatkowy
(odpowiadajacy wezytaniu €) to 0. Budujac przej$cia automatu musimy sie zastanowi¢, jak
zmienia sie reszta z dzielenia danej liczby przez 3, gdy do jej zapisu binarnego dopiszemy
(z prawej strony) 0 lub 1. Korzystamy tu z nastepujacych tozsamosci:

20 = 2 -z = (2(zmod3))mod3

rl=2-2+1=(2(zmod3) + 1)mod3
Czyli §(¢q, ) = (2 - ¢ + x)mod3.
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5.4 WlasnoSci klasy jezykéw akceptowanych przez deterministyczne
automaty skornczone

Zajmiemy sie teraz wlasnod$ciami klasy jezykoéw akceptowanych przez deterministyczne au-
tomaty skoniczone. Jak sie pdzniej okaze, jest to dokladnie klasa jezykéw regularnych.
Zanim sie to jednak stanie, pokazemy, ze automaty skonczone maja niektore z cech wzor-
cow, ktore pokazaliSmy w poprzednim wyktadzie.

Fakt 3. Kazdy jezyk skoriczony jest akceptowany przez pewien deterministyczny automat
skonczony.

Dow6d: Niech A bedzie skoriczonym jezykiem. Wszystkie stowa z A razem wziete maja
skoniczong liczbe prefikséw. Stanami automatu akceptujacego A beda wlasnie te prefiksy,
plus jeden dodatkowy stan, ktory bedziemy nazywaé ,$mietnikiem”. Po wczytaniu dowol-
nego stowa, jezeli jest ono prefiksem pewnego stowa z A, nasz automat bedzie doktadnie w
takim stanie jak to stowo. Natomiast po wezytaniu stowa, ktore nie jest prefiksem zadnego
stowa z A automat przejdzie do $mietnika.

Stan poczatkowy to e. Jesli ¢ i qa sa prefiksami pewnego stowa z A, to §(q,a) = qa,
wpp. d(q,a) = smietnik. Stany akceptujace to te prefiksy, ktore naleza do A.

W oczywisty sposob, jezyk akceptowany przez automat to A. Natomiast dzieki temu,
ze stowa z A maja skonczong liczbe prefiksow, jest to poprawny automat skonczony. [

Twierdzenie: Niech A i B beda jezykami (nad tym samym alfabetem ) akcepto-
wanymi odpowiednio przez automaty deterministyczne M; = (Q1, %, 1,51, F1) i My =
(Q2,X, 09, 89, ), L(My) = A, L(M,) = B. Wowczas nastepujace jezyki sa rowniez akcep-
towane przez pewne deterministyczne automaty skonczone:

o A,
e ANBKB,

e AUB.

Dowéod:
e Dopetnienie: Wezmy M| = (Q1, %, d1, 51, Q \ F1). Mamy:
L(M]) = {zeX :6(s1,2) €Q\ F1} =
{r e ¥ 6(s1,2) & F1} =

Y\ {x € ¥ :0](s1,2) € Fi} =
S \NL(M) =Y"\A=A4

Tak wiec A jest akceptowany przez M;.
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e Wezmy M3 = <Q1 X2, X, 03, (31, 82)7F1><F2>7 przy czym 53((C]1>Q2),&) = (51(61170),52(6127@))-

Automat taki nazywamy automatem produktowym. Jego stany to stany automatow
My i Mj3. Symuluje on réwnoczeénie dziatlanie obydwoch tych automatow. Jedno-
czesnie akceptuje tylko takie stowa, ktore bylyby zaakceptowane rownocze$nie przez

My i M.

Mozna pokazaé (przez indukcje po dtugosci stowa x), 7e 05((p, q), x) = (07 (p, z), 85(q, x)).
Stad uzyskujemy:

L(M3) = {ze€X" :6((s1,82),x) € F1 Xx Fo} =

{z € X% : (05(s1,2),05(s2,2)) € F} x Fy} =

= {xeX :6](s1,2) € F1 N0y(s9,2) € Fo} =

{r e X" :0](s1,2) € Fi} N{x € X" : 05(s9, ) € Fr} =
= L(M))NL(My)=ANB

Tak wiec AN B jest akceptowany przez Mj.

e 7 praw De Morgana mamy AU B = AN B. Stad AU B jest akceptowany przez
pewien deterministyczny automat skoriczony. O

5.5 Podsumowanie

Ten wyktad byt poswiecony deterministycznym automatom skoriczonym. Poznalismy ich
budowe i sposob dzialania. Poznaliémy tez podstawowe operacje, na ktore domknieta jest
klasa jezykow akceptowanych przez automaty deterministyczne. Jak sie okaze w dalszej
czesci kursu, jest to doktadnie klasa jezykow regularnych.

5.6 Skorowidz

e Automat skonczony, deterministyczny to dowolna taka piatka M = (Q, 3, J, s, F'),
w ktorej: @ to skonczony zbior standw, ¥ to (skoriczony) alfabet wejsciowy, 6 :
Q x Y — @ to funkcja przejscia, s to stan poczatkowy, F' C @ to zbior standéw
akceptujacych.

e Automat produktowy to automat symulujacy réwnoczesnie dzialanie dwoch da-
nych automatow deterministycznych — jego zbior stanow to produkt kartezjanski
zbiorow stanow danych automatow.

e Jezyk akceptowany przez deterministyczny automat skoriczony M = (Q, %, 6, s, F)
to jezyk postaci:
LM)={zeX :§"(s,x) € F}

e Przejscie to zmiana stanu od stanu w chwili poprzedniej do stanu w chwili na-
stepnej. Zwykle przejécie ma miejsce jako reakcja na pewne zdarzenie.
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e Stan jakiegokolwiek systemu (czy mechanizmu), to pelna informacja na jego temat

5.7

5.8

w danym momencie czasu. W szczegdlnosci stan zawiera wszelka ,,pamie¢” w jaka
wyposazony jest dany system.

Praca domowa

Podaj deterministyczny automat skonczony akceptujacy te stowa nad alfabetem {0, 1},
w ktorych na parzystych pozycjach wystepuja 1-ki.

Podaj deterministyczny automat skonczony akceptujacy te stowa nad alfabetem {a, b},
ktore zawieraja podstowo abba.

Podaj deterministyczny automat skonczony akceptujacy przeciecie jezykow akcepto-
wanych przez automaty:

— N
—_ N
— =
N DN

~
N —
~
N —

Cwiczenia

Podaj deterministyczne automaty skoniczone akceptujace nastepujace jezyki:

1.
2.

3.

10.
11.

stowa nad alfabetem {0, 1}, ktore zawieraja parzysta liczbe zer,
stowa nad alfabetem {a, b} zakoriczone na aa,

stowa nad alfabetem {1,2, 3,4} zawierajace podstowo 42,

. stowa nad alfabetem {a} o dtugosci podzielnej przez 2 lub 3,

stowa nad alfabetem {a, b} zawierajace podstowo abb,
stowa nad alfabetem {a, b} nie zawierajace podstowa aba,

stowa nad alfabetem {a,b} zawierajace przynajmniej 2 wystapienia stowa aba (by¢
moze zachodzgce na siebie),

. te stowa nad alfabetem {a, b}, w ktorych pierwszy i ostatni znak sa takie same (uwaga,

stowa a i b powinny zosta¢ zaakceptowane),

. te stowa nad alfabetem {0, 1,...,9}, ktore zawieraja jako podstowo wybrany przez

Ciebie numer telefonu,
zapisy 10-tne liczb podzielnych przez 3,

te stowa nad alfabetem {0, 1}, w ktorych kazde dwa kolejne znaki, liczac od poczatku
stowa, zawierajg cho¢ jedng 1-ke,
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12. przeciecie/sume jezykow akceptowanych przez automaty:

‘ a b a b
—F 12 2 — 1|1 2
211 1 F 212 1
13. przeciecie/sume jezykow akceptowanych przez automaty:
a b ‘ a b
— 1|1 2 —F 112 1
F 212 1 211 2
14. przeciecie/sume jezykow akceptowanych przez automaty:
a b ‘ a b
— 1|2 2 —F 112 3
F 211 213 1
311 2
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Wyktad 6. Niedeterministyczne automaty skonczone

6.1 Wstep

W poprzednim wyktadzie poznalismy deterministyczne automaty skonczone. Czym jednak
jest 6w determinizm? Determinizm to koncepcja filozoficzna, wedtug ktorej w Swiecie nie
ma miejsca na przypadek gdyby mie¢ pelna informacje o stanie Swiata, mozna by
przewidzieé¢ jego przysztosé. W determinizmie brak tez miejsca na wolng wole — nasze
decyzje sa okreslone przez stan Swiata, ktorego jestesmy czescia.

Niedeterminizm stanowi przeciwng koncepcje. Nawet gdybyémy mieli petng wiedze na
temat stanu Swiata w danej chwili, to i tak nie byliby§my w stanie przewidzie¢ przysztosci.
Co najwyzej moglibyémy okresli¢ jakie sa mozliwe przyszte dzieje.

W informatyce determinizm oznacza, ze jezeli bedziemy wielokrotnie uruchamiaé¢ ten
sam program czy mechanizm obliczeniowy, podajac te same dane, to zawsze uzyskamy te
same wyniki. Niedeterminizm za$ przeciwnie — dla tych samych danych mozemy uzy-
ska¢ rozne wyniki. Prostych programy komputerowe (bez randomizacji) zwykle dziataja
w sposOb deterministyczny. Niedeterminizm pojawia sie np. w algorytmach randomizacyj-
nych czy programowaniu wspo6tbieznym, czyli tam, gdzie jest jakies§ zrodto przypadkowosci.
Wowcezas zwykle wymagamy, aby bez wzgledu na przebieg obliczeri byta zachowana jakas
wymagana przez nas wlasnosé. Niedeterminizm jest tez uzywany przy specyfikowaniu
systemow specyfikacja nie okresla jednoznacznie jak powinien zachowywaé sie system,
kazde zachowanie zgodne ze specyfikacja jest dopuszczalne.

Automat niedeterministyczny jest wiec automatem, ktorego dziatania nie da sie w petni
przewidzie¢. Bedac w tym samym stanie i wezytujac ten sam znak moze wykonaé rézne
przejscia. Przestaje wiec obowigzywaé¢ wymog, ze dla danego znaku, z kazdego stanu
wychodzi doktadnie jedno przejscie odpowiadajace wezytaniu tego znaku. Takich przejsé
moze by¢ dowolnie wiele, a nawet moze ich nie by¢ wcale (co to znaczy wyjasni sie za
chwile). Automat taki moze rowniez mie¢ wiele stanow poczatkowych kazde urucho-
mienie automatu moze rozpoczac¢ sie w dowolnym z tych stanow.

Moze wiec sie zdarzy¢, ze ten sam automat raz zaakceptuje dane stowo, a raz nie. Czy
wiec takie stowo nalezy do jezyka akceptowanego przez automat, czy nie? Ot6z, jesli tylko
automat moze zaakceptowac stowo, to powiemy, ze nalezy ono do jezyka akceptowanego
przez automat. Jest to dosy¢ nietypowa interpretacja niedeterminizmu. Nie odpowiada
ona intuicyjnemu rozumieniu przypadku.

Na taki niedeterministyczny automat mozemy spojrzeé¢ jak na mechanizm o dwoiste]
budowie: jedna jego czes$¢ to automat skonczony okreslajacy jakie przejécia sa mozliwe,
druga czesé, to tzw. wyrocznia, ktora w przypadku wielu mozliwych do wykonania przejéc
wybiera przejscie, ktore prowadzi do zaakceptowania slowa. (Zapachnialo metafizyka?
Chwila cierpliwosci, zaraz wszystko bedzie $cigle zdefiniowane.) Jedno z zagadnien, ktorymi
sie zajmiemy, to czy taka wyrocznia zmienia site obliczeniowa automatow, czyli czy dla tych
samych jezykow potrafimy zbudowaé¢ automaty deterministyczne i nie, czy tez sg jakie$
roznice? Jak sie okaze, w przypadku automatow skoriczonych nie ma zadnej réznicy, a
wyrocznie i niedeterminizm mozna zastapi¢ wieksza liczba stanow.
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6.2 Dzialanie niedeterministycznych automatéw skoiriczonych

Jak juz powiedzieliémy, w automacie niedeterministycznym, dla danego znaku, nie musi 7
kazdego stanu wychodzi doktadnie jedno przejécie odpowiadajace wezytaniu tego znaku.
Takich przej$¢ moze nie by¢, moze by¢ jedno, lub moze byé¢ wiele. Podobnie, automat
niedeterministyczny moze mie¢ wiele stanéw poczatkowych.

Dziatanie automatu niedeterministycznego mozemy symulowa¢ w nastepujacy sposob.
Spojrzmy na diagram automatu jak na plansze, po ktorej bedziemy przesuwaé pionki —
stany to pola, na ktorych bedziemy stawia¢ pionki, a przesuwaé bedziemy je zgodnie 7
przejsciami.

1. Na poczatku symulacji ustawiamy pionki we wszystkich stanach poczatkowych.

2. Wezytujac pojedynczy znak przesuwamy zgodnie z przejéciami wszystkie pionki na
planszy. Przy czym, jezeli z pola, na ktorym stoi pionek wychodzi wiele przejsé
odpowiadajacych wczytanemu znakowi, to stawiamy pionki na wszystkich polach
docelowych. W szczegdlnosci, jezeli z pola, na ktérym stoi pionek nie wychodzi
zadne takie przejscie, to taki pionek zdejmujemy z planszy. Jezeli na jednym polu
znajdzie sie kilka pionkoéw, to zostawiamy jeden, a reszte zdejmujemy.

3. Automat akceptuje stowo jesli po wezytaniu catego stowa w ktorymkolwiek z pol /stanow
akceptujacych znajduje sie pionek.

Pionki reprezentuja wszystkie te stany, w ktorych automat moze sie znalezé po wezytaniu
odpowiedniego (prefiksu) stowa. Automat akceptuje stowo jesli cho¢ jeden pionek dotrze
do stanu akceptujacego, czyli moze sie zdarzyé¢ takie obliczenie, ktore prowadzi do jego
zaakceptowania.

Przykltad: Oto automat niedeterministyczny, ktory akceptuje te stowa nad alfabetem
{a,b}, w ktorych przedostatni znak to a. Obok przedstawiono dla poréwnania determini-
styczny automat skoriczony akceptujacy taki sam jezyk. Automat deterministyczny musi
pamietac ostatnie dwa znaki wezytywanego stowa  dlatego tez ma cztery stany.

®
ab Bb. 2 ba
O a ab a
o0 =0 b ;P
=)
a
ab aa
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Def. 27. Automat niedeterministyczny, to dowolna taka piatka M = (Q,%,0, 5, F),
gdzie:

e () to skonczony zbior stanow,
e Y to (skoriczony) alfabet wejsciowy,

§ to funkcja® przejscia § : Q x ¥ — 29,

S C @ to zbioér stanéw poczatkowych,

e [ C () to zbior stanow akceptujacych.
O
Def. 28. Rozszerzenie funkcji przejécia 6* : 29 x £* — 29 definiujemy nastepujaco:
"(Ae)=A
(A, ax) = 6*(U d(q,a), )
qeEA
O

Funkcja 0* zamiast na pojedynczych stanach operuje na zbiorach stanow. Dokladnie,
opisuje ona jak zmienia sie ustawienie pionkéow pod wptywem wezytywanych stow.

Def. 29. Niedeterministyczny automat skonczony M = (Q, X, 6, S, F) akceptuje stowo
x wtw., gdy 6*(S,z) N F # (). Jezyk akceptowany przez automat M, to:

L(M)={z€X*:6(S,z)NF # 0}
O

Formalnie automaty niedeterministyczne sg czyms innym niz deterministyczne. Jednak
my bedziemy traktowaé¢ automaty deterministyczne jak szczegolny przypadek automatow
niedeterministycznych. Patrzac na diagramy reprezentujace automaty, automaty determi-
nistyczne musza spelnié¢ wiecej wymagan niz automaty niedeterministyczne. Nastepujacy
fakt utwierdza nas w takim spojrzeniu:

Fakt 4. Niech M = (Q,%,6,s, F) bedzie automatem deterministycznym. Wowczas auto-
mat niedeterministyczny M' = (Q, %, ¢, {s}, F), gdzie 6'(q,a) = {0(q,a)} akceptuje do-
ktadnie ten sam jezyk, L(M) = L(M’).

Kilka wtasnosci funkeji 6%, ktore przydadza nam sie w dalszej czedci wyktadu:

W literaturze mozna spotka¢ definicje, w ktérych niedeterministyczny automat skoriczony ma relacje
przejécia postaci § C @ x X x @. Relacje takie sa jednak izomorficzne z funkcjami podanej przez nas
postaci.
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Fakt 5. Dia dowolnych x,y € ¥* mamy 6*(A,zy) = §*(6* (A, z),y).
Dowod przebiega przez indukeje ze wzgledu na |y|.

Fakt 6. Funkcja 6* jest roztgezna ze wzgledu na sumowanie zbiorow, tzn.:
(A z) =6 (A, x)
i i

Dowod przebiega przez indukeje ze wzgledu na |z|.

6.3 Determinizacja automatéw skoriczonych

Pokazemy teraz, ze sila wyrazu automatoéw niedeterministycznych jest doktadnie taka
sama, jak deterministycznych. W tym celu musimy pokazaé¢, ze dla kazdego niedeter-
ministycznego automatu skonczonego istnieje rownowazny mu automat deterministyczny.
To, 7ze automaty deterministyczne mozemy traktowac jak szczegolny przypadek automatow
niedeterministycznych powiedzieliSmy juz wczesniej.

W trakcie symulacji dziatania automatu niedeterministycznego istotny jest zbiér pol,
na ktérych w danym momencie znajduja sie pionki. Nasza konstrukcja bedzie polegata na
zbudowaniu automatu deterministycznego, ktorego stanami beda zbiory standéw automatu
niedeterministycznego (mogace sie pojawi¢ w czasie symulacji), jego stanem poczatkowym
bedzie zbior stanéw poczatkowych automatu niedeterministycznego, a akceptujace beda te
stany, ktore zawieraja cho¢ jeden stan akceptujacy automatu niedeterministycznego.

Konstruujac automat deterministyczny liczba standéw moze wzrosnagé¢ nawet wyktadni-
czo. Jednak nie zawsze tak musi by¢, gdyz nie zawsze wszystkie mozliwe zbiory stanéw
automatu niedeterministycznego moga sie pojawi¢ w czasie symulacji. Zobaczmy kilka
przyktadow.

Przyklad: Przypomnijmy sobie automat niedeterministyczny akceptujacy stowa nad al-
fabetem {a,b}, w ktorych przedostatni znak to a. W trakcie dowolnego obliczenia, na
polu poczatkowym nr 1 bedzie caly czas stal pionek. Tak wiec moga sie pojawi¢ cztery
rozne konfiguracje pionkow (czy tez cztery rézne zbiory pol zajmowanych przez pionki).
Poniewaz konfiguracje nieosiggalne nie maja znaczenia dla dzialania automatu, mozemy sie
ograniczy¢ sie do tych czterech konfiguracji. Odpowiada to automatowi zapamietujacemu
dwa ostatnie znaki w stowie.
b

() . ua

®
{1}
Q’" *-@® /

%@ .

{1,3} {1,2,3}
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Przyklad: Automat przedstawiony na ponizszym rysunku akceptuje stowa (nad alfabe-
tem {a}) o dlugosci podzielnej przez 2 lub 3. Jedyny niedeterminizm polega tu na wybraniu
stanu poczatkowego. Automat deterministyczny ma 6 stanow.

l l {qg 2 {@}\a\{qs}
p@ r@ a

) ? S {p.s} \\a©}a/ ?p?t}

q {an

Konstruowany automat deterministyczny, rownowazny automatowi niedeterministycz-
nemu, jest nazywany automatem potegowym — gdyz jego zbior standow to zbior potegowy
zbioru stanéw automatu niedeterministycznego. Formalnie, jego konstrukcja przebiega
nastepujaco.

Konstrukcja automatu potegowego Niech M = (Q,%,4, S, F) bedzie niedetermini-
stycznym automatem skonczonym. Jego determinizacja bedziemy nazywaé¢ automat deter-
ministyczny M’ = (29,36, S, F'), gdzie:

§(A a) =0"(A,a)
F'={ACQ:ANF +0}

Pokazemy, 7ze oba automaty akceptuja te same jezyki.

Lemat 1. Dla dowolnych A C Q) i x € ¥* zachodzi
(A, z) =" (A, x)
Dowdéd: Dowdd przebiega przez indukcja ze wzgledu na |z|.
1. 0"(Ae) = A=§"(4,¢),

2. Zalozmy, 7ze lemat zachodzi dla stowa z. Pokazemy, ze zachodzi rowniez dla stowa
postaci az:

6" (A, ax) = 6" (6% (A, a),x) = §*(0'(A,a),x) = 6" (6™ (A, a), x)
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7 zatozenia indukcyjnego:

(6" (A, a),z) = 0"(60"(A,a),x) = (A, ax)

Korzystajac z lematu, dowod, ze jest natychmiastowy:
LIM) = {zeX S, z)NF #0}=

{rex:8"(S,z)NF £0} =
= {ze¥ 8 (Sx) e F'}y = LM

W tak skonstruowanym automacie potegowym mozemy, bez zmiany akceptowanego
przez niego jezyka, usuna¢ wszystkie stany nieosiggalne.

6.4 Automaty z s-przejSciami

Automaty z e-przejSciami stanowig rozszerzenie automatéw niedeterministycznych. Moga
one dodatkowo zawiera¢ tzw. e-przejScia. Sa to przejscia, ktore automat moze w kazdej
chwili wykonywac, nie wezytujac nic z wejécia. Tak wiec automat z e-przej$ciami nie musi
w kazdym kroku wezytywaé jednego znaku.

Podobnie, jak automaty deterministyczne stanowiag szczegélny przypadek automatow
niedeterministycznych, tak automaty niedeterministyczne stanowia szczegblny przypadek
automatow z e-przejSciami — sa to automaty z e-przejsciami, w ktorych nie ma e-przejsc.

Okazuje sie, ze automaty z e-przejSciami maja taka sama site wyrazu co automaty
niedeterministyczne. Czasami jednak e-przej$cia pozwalaja uprosci¢ budowe automatu.

Przyklad: Ponizszy rysunek przedstawia automat z e-przejsciami akceptujacy jezyk a*b*c*.
Ponizej przedstawiono dwa réwnowazne mu automaty niedeterministyczne. Jak widaé, e-
przejScia mozna usunac¢ zachowujac ten sam zbior stanoéw, ale kosztem zwiekszenia liczby
przejé¢ oraz wiekszej liczby stanow poczatkowych lub akceptujacych.

a b c a b c

Q.0 Ol
T

CSip0 \/@/
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Def. 30. Automat 7 e-przejsciami, to dowolna taka piatka M = (@, %, 6, S, F'), w ktorej:

() jest skonczonym zbiorem stanow,

¥ to (skonczony) alfabet,

§:Q x (X U{e}) — 29 to funkcja przejicia,

S C @ to zbior stanéw poczatkowych, oraz

F C @ to zbiér stanow akceptujacych.

O

Jak wida¢, jedyna réznica miedzy definicjg automatu niedeterministycznego i e-przejéciami
polega na dodatkowej etykiecie jaka moze towarzyszy¢ przejsciom: . Zobaczmy jak defi-
niujemy wpltyw e-przej$¢ na dziatanie automatow:

Def. 31. Niech A bedzie zbiorem stanoéw, A C Q. Przez D(A) oznaczamy zbior stanow,
ktére mozna osiggnac z A poprzez e-przejscia.
Rozszerzenie funkcji przejécia 6* : 2¢ x ©* — 29 definiujemy nastepujaco:

5*(A, ) = D(A)

5*(A,az) = 5*( | o(g,a).2)
qe€D(A)
O

Kazde obliczenie automatu z e-przejSciami to przeplot e-przejs¢ i zwyktych przejsé.
Odpowiada temu w definicji 6* przeplatanie funkcji D i 6.

Def. 32. Jezyk akceptowany przez automat z e-przejsciami to:
L(M)={z e x*:6(S,2)NF #0}
O

Powyzsza definicja jest identyczna jak w przypadku automatéw niedeterministycznych.
Pamietajmy jednak, ze funkcja 6*, opisujaca dzialanie automatu, jest zdefiniowana inaczej.

Pokazemy teraz, ze automaty 7z e-przejSciami i automaty niedeterministyczne maja taka
samg site wyrazu. (Tym samym, automaty z e-przejSciami maja taka sama site wyrazu
co automaty deterministyczne.) Powiedzieliémy juz wczesniej, ze automaty niedetermi-
nistyczne sa szczegélnym przypadkiem automatéw z e-przejéciami. Musimy pokazad, ze
e-przejscia nie zwiekszaja sity wyrazu i ze zawsze mozna je wyeliminowaé, zamieniajac
automat 7 e-przejSciami w automat niedeterministyczny.
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Eliminacja e-przejéé Eliminacja e-przej$é opiera sie na dodaniu dodatkowych przejsé i
standéw poczatkowych, tak aby definicje funkcji 6* dla automatéw niedeterministycznych i
7 e-przejsciami byty sobie réwnowazne. W tym celu dodamy dodatkowe stany poczatkowe
oraz dodatkowe przejscia.

Niech M = (Q, 3,9, S, F') bedzie automatem skoriczonym 7 e-przejsciami. Rownowazny
mu niedeterministyczny automat skonczony M’ ma posta¢ M’ = (Q, 3,0, 5", F), gdzie

S"=D(9), §(q,a) = D(d(q,a)) (dla a # ¢).

Dowd6d poprawnosci  Zbiory standw i stanow akceptujacych sg w obu automatach takie
same. Pokazemy przez indukcje (ze wzgledu na |z|), ze dla dowolnego A C @ zachodzi

0*(A,z) = 0™"(D(A), z).

1. Dla x = € mamy:
5*(A,€) = D(A) = §(D(A).¢)

2. Zalozmy, ze teza jest prawdziwa dla z. Pokazemy jej prawdziwosé dla ax (dla dowol-
nego a € ).

(A ax) = U d(q,a)

Stad mamy:
LM )={zeX :0"(S" o) NF#0} ={z e X :6"(S,2) N F # 0} = L(M)

Czyli oba automaty, M i M’, akceptuja ten sam jezyk. O

6.5 Podsumowanie

W tym wyktadzie przedstawiliSmy automaty niedeterministyczne i automaty z e-przejéciami.
Pokazalismy, ze maja one taka samg site wyrazu Sita wyrazu automatoéow deterministycz-
nych, niedeterministycznych i 7 e-przejSciami jest doktadnie taka sama.

6.6 Skorowidz

e Automat potegowy to deterministyczny automat skoriczony réwnowazny danemu
niedeterministycznemu automatowi skonczonemu M = (Q, 3,9, S, F) nastepujacej
postaci: M’ = (29,%,8', S, F'), gdzie 0'(A,a) = 6*(A,a), ' ={ACQ: ANF # (}.

49



Automat skoniczony, niedeterministyczny to dowolna taka piatka M = (Q, X, 9, S, F),
w ktorej: ) to skoniczony zbior standw, X to (skoriczony) alfabet wejsciowy, ¢ to funk-

cja przejécia 0 : Q x ¥ — 29, .S C @ to zbior stanéw poczatkowych, F C Q to zbior
stanow akceptujacych.

Automat skoniczony z e-przejs$ciami to dowolna taka piatka M = (Q, 3,9, S, F),
w ktorej: @ jest skoriczonym zbiorem stanow, 3 to (skonczony) alfabet, 6 : Q x (XU
{e}) — 29 to funkcja przejscia, S C Q to zbiér stanéw poczatkowych, oraz F C Q
to zbior standéw akceptujacych.

Determinizacja niedeterministycznego automatu skonczonego polega na skonstru-
owaniu rownowaznego mu automatu potegowego.

Eliminacja e-przej$é to konstrukcja niedeterministycznego automatu skoriczonego
roOwnowaznego danemu automatowi skoriczonemu z e-przej$ciami.

Jezyk akceptowany przez niedeterministyczny automat skoriczony M = (Q, %, 6, S, F')
to:
L(M)={xeX" :6*S,z)NF # 0}

Jezyk akceptowany przez automat skorniczony z e-przejsciami to:

L(M)={xeX":6*S,z)NF # 0}

Niedeterminizm stanowi koncepcje przeciwng do determinizmu: Nawet gdyby$Smy
mieli pelng wiedze na temat stanu Swiata w danej chwili, to i tak nie byliby$my w
stanie przewidzie¢ przysztosci. Co najwyzej moglibysmy okresli¢ jakie sa mozliwe
przyszte dzieje.

W informatyce niedeterminizm oznacza, ze uruchamiajac kilka razy ten sam program
czy inny mechanizm obliczeniowy, dla tych samych danych mozemy uzyskaé¢ rézne
wyniki.

Praca domowa

. Podaj automat niedeterministyczny akceptujacy stowa nad alfabetem {a, b} zawiera-
jace podstowo ababb.

. Zdeterminizuj nastepujacy automat niedeterministyczny:




3. Wyeliminuj e-przejscia w ponizszym automacie. Jaki jezyk on akceptuje?

a a

O )

b
£ b,e b,e @

6.8 Cwiczenia

1. Podaj automat niedeterministyczny akceptujacy stowa nad alfabetem {a,b} zawie-
rajace podstowo bababba. Poréwnaj go z automatem deterministycznym stworzonym
recznie i w wyniku determinizacji automatu niedeterministycznego.

2. Zdeterminizuj nastepujace automaty niedeterministyczne. Pomin stany nieosiggalne.

01
1 1 01
Q ° o (o
S t u v
L a
O QST
S a
al b
@
@
ab
a
— o °
S p
b b
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3. Wyeliminuj e-przejscia, a nastepnie zdeterminizuj ponizszy automat. Mozesz pomi-
na¢ stany nieosiggalne.
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Wyktad 7. Ro6wnowaznos$¢ wzorcow, wyrazen regularnych
i automaté6w skonczonych

Tematem tego wyktadu jest pokazanie, ze wzorce, wyrazenia regularne i automaty skon-
czone maja taka sama site wyrazu. Wszystkie one opisuja doktadnie jezyki regularne.

Tw. 1. Niech X bedzie ustalonym alfabetem, a A niech bedzie jezykiem nad tym alfabetem,
A C X¥*. Nastepujgce stwierdzenia sq réownowazne:

a) A istnieje taki automat skoniczony M, Ze A = L(M),
b) A jest reqularny, tzn. A = L(«) dla pewnego wzorca a,

c) A= L(«a) dla pewnego wyrazenia regularnego .

Dowéd: Pokazemy, ze ¢) = b), b) = a)ia) = c).
¢) = b) Oczywiste, bo kazde wyrazenie regularne jest wzorcem.

b) = a) Indukcyjnie ze wzgledu na strukture wzorca budujemy automat z e-przejsciami, o
jednym stanie poczatkowym i jednym stanie akceptujacym, ktory akceptuje doktad-
nie stowa pasujace do wzorca.

e Dla wzorcow postaci €, ) i a (dla a € X) odpowiednie automaty przedstawiono
na ponizszym rysunku.

@ e ® —e'@®

0 a

e Dla wzorca postaci @ konstrukcja przebiega w kilku krokach:

1. Niech M; bedzie automatem skonstruowanym dla wzorca o, I(M;) = L(«).

2. Niech My = (Q, %, 9, s, F') bedzie automatem powstalym w wyniku elimi-
nacji e-przej$¢ i determinizacji automatu M.

3. Niech M3 = (Q,%,0,s,Q \ F). Analogicznie jak w dowodzie twierdzenia
5.4, Mj akceptuje dopetnienie jezyka akceptowanego przez My:

L(Ms) = L(M3) = (L(e)) = L(@)

4. Niech M, bedzie automatem powstaltym z Mjs poprzez dodanie: nowego
stanu akceptujacego, e-przej$¢ z dotychczasowych stanéow akceptujacych do
nowego stanu akceptujacego i zmiang dotychczasowych standéw akceptuja-
cych na nieakceptujace. Konstrukcje te przedstawia ponizszy rysunek:
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Konstrukcja ta nie zmienia jezyka akceptowanego przez automat, L(M,) =
L(M3) = L(@), natomiast automat ten spetnia przyjete zatozenia o jednym
stanie poczatkowym i jednym stanie akceptujacym.

e Jesli wzorzec jest postaci: « | 3, a® lub af3, to konstruujemy automat z auto-
matow akceptujacych L(a) i L(5), w sposob przedstawiony na rysunku. Stany
akceptujace zmieniamy tak, ze tylko stan zaznaczony na rysunku pozostaje ak-

ceptujacy:
e, ®
AN A

alps

i wezesniej opisane konstrukcje.

a) = ¢) Niech M = (Q, %, 4, S, F') bedzie danym automatem skoriczonym (deterministycz-
nym lub niedeterministycznym). Konstrukcja wyrazenia regularnego opisujacego je-
zyk akceptowany przez M przebiega rekurencyjnie. Budujemy wyrazenia regularne
opisujace coraz wieksze fragmenty automatu. Niech u i v beda stanami, a X bedzie
zbiorem stanéw, u,v € @), X C (). Wyrazenie regularne afjv opisuje te slowa, za
pomocyg ktorych mozna przejsé z u do v zatrzymujac sie po drodze jedynie w stanach
7z X. Wyrazenie ), definiujemy indukcyjnie ze wzgledu na | X]|.
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1. Zalozmy, ze X = (0. Oznaczmy przez ai,...,a, wszystkie znaki powodujace
przejscie z u do v. Mozliwe sa dwa przypadki: v = v lub u # v:

q, Ayeers Ay
al ()
N\
o : [
U & 7y ®
u=v

Jesli u # v i nie ma zadnych przej$¢ z u do v, to wezytanie zadnego stowa nie
spowoduje przejscia z u do v. Tak wiec:

ap | ... lagle 5 u=w
ozgvz ap | ... | ag c uFvANE>0
0 cuFuvANk=0

2. Zalozmy, ze X # (0. Niech ¢ bedzie dowolnym stanem nalezagcym do X, g € X.
Wowezas mozliwe sa dwa rodzaje przejscia z u do v:

e Przechodzimy z u do v zatrzymujac sie po drodze w stanach nalezacych do
X, ale nie w ¢. Czyli po drodze zatrzymujemy sie w stanach nalezacych

do X \ {q}. Stowa, ktore mozemy wczyta¢ w ten sposob sa opisane przez

oquﬂ\,{q}.

e Przechodzac z u do v przynajmniej raz, a by¢ moze wiecej razy, przecho-
dzimy przez q. Cala trase mozemy podzieli¢ na odcinki, na kazdym przejsciu
przez stan q.
Pierwszy odcinek to przejscie z u do ¢ (pierwsza wizyta w q), przechodzac
po drodze przez stany z X \ {¢}. To co mozemy wezytaé przechodzac przez
ten pierwszy odcinek jest opisane przez afi;{(ﬁ.
Nastepnie pewna liczbe razy (by¢ moze zero) wychodzimy z ¢ i wracamy
do ¢. To co mozemy wezyta¢ w trakcie pojedynczego przejscia z g do ¢ jest
opisane przez ajq .

Na koniec, wychodzimy 7 ¢ (ostatnia wizyta w ¢) i przechodzimy do v. To

. ke - . X\ g}
co mozemy w trakcie tego przejScia wezytac opisuje Qg .

AN

\ .
u v
t.aczac obie powyzsze mozliwosci, wszystko co moze zosta¢ wezytane w trakcie
przejécia z u do v, po drodze zatrzymujac sie w stanach nalezacych do X, jest
opisane przez:

X X X X X
ar = @u,z\;{q} | o) ;{q} (ap Q\{Q})*@q,b{q}

u,
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Stowa, ktore sg akceptowane przez M to te, ktore moga zostaé wezytane przy przej-
Sciu z jednego ze stanow poczatkowych do jednego ze stanow akceptujacych. Niech

S={s1,...,st}, F={f1,..., i}, Wowczas:

L(M) :L(Oéthfl‘ ... |ag,fl| . e ‘ast’fl‘ ... |Ofst7fl)
0

Tym samym pokazaliémy, 7ze: wrzorce, wyrazenia regularne, oraz automaty skonczone
(wszystkie trzy poznane rodzaje), wszystkie opisuja dokladnie klase jezykow regularnych.

Konstrukcja wyrazenia regularnego odpowiadajacego automatowi skonczonemu, po-
dana w powyzszym dowodzie daje dosy¢ skomplikowane wyrazenie regularne. Zauwazmy,
ze rozmiar wynikowego wyrazenia regularnego rosnie czterokrotnie z kazdym kolejnym sta-
nem automatu! Jednocze$nie wiele powstajacych podwyrazen mozna pomingé¢, gdyz nie
wnoszg nic do wyniku. Jesli wiec bedziemy chcieli przeksztalcic¢ jakis automat na wyrazenie
regularne, to nie musimy sztywno trzymac sie pokazanej powyzej konstrukcji. Gdy jednak
zdrowy rozsadek nie podpowiada nam jak sobie poradzié¢, wowczas powinni§my zastosowacd
konstrukcje z dowodu, zmniejszajac rozmiar rozwazanego automatu. Ilustruje to ponizszy
przyktad:

Przyklad: Przeksztalémy nastepujacy automat na wyrazenie regularne:

Jezyk akceptowany przez automat jest opisany wyrazeniem.

{zp N - a{sﬁq} | a{s,q}( {s7q})* ;séq}

Patrzac na automat mozemy wywnioskowac:

{fq’q} = b"aa”

alst = ¢ | ba*d
ozl{féq} = ba”

Stad:
al*Pa = praq* | a{s’q}(s | ba*b)*ba*

5,9

Dalej:
Oéiifﬁ 204;8}| {s}( () ) {s}

Qg.p
Zauwazmy, 7e:



ot =¢a

0.4
ozéfp} =0
Czyli:
ol =balbale | )b
Stad:
alspat = braa* | (ba | ba(e | a)'b) (¢ | ba"b) b’
= b'aa” | (b*a | b*aa™b)(ba*b) ba*

7.1 Zastosowania automatéw skonczonych

Automaty skonczone nie sg tylko teoretycznym narzedziem do badania jezykow regular-
nych. Maja one réwniez wiele zastosowan praktycznych. Na przyktad, stosuje sie je do
wyszukania wzorca lub podstowa w tekscie  dla danego wzorca czy podstowa nalezy skon-
struowa¢ odpowiedni automat (deterministyczny), a nastepnie wezytaé analizowany tekst;
kazde przejécie takiego automatu przez stan akceptujacy reprezentuje jedno wystgpienie
wzorca czy podstowa w tekscie.

Dalej, analizatory leksykalne sg realizowane jako automaty skonczone. Lex na pod-
stawie specyfikacji tworzy odpowiedni automat skoniczony, ktory wyszukuje wystapienia
leksemoOw i rownoczesnie okresla ktore fragmenty kodu ze specyfikacji nalezy zastosowac.

Automaty skoficzone majg tez zastosowanie w bardzo mtodej dziedzinie informatyki,
weryfikacji modelowej (ang. model-checking). Weryfikacja modelowa jest stosowana do ba-
dania, czy okreslony mechanizm (np. uktad elektroniczny, protokot komunikacyjny, prosty
program o ograniczonej liczbie stanéw) posiada wymagane wtasnosci. W tym celu tworzy
sie automat skonczony bedacy modelem systemu. Jezyk akceptowany przez ten automat
reprezentuje mozliwe przebiegi zdarzen. Nastepnie bada sie, czy jezyk akceptowany przez
automat zawiera sie w jezyku ztozonym z dopuszczalnych przez specyfikacje przebiegow
zdarzen. Zaleta weryfikacji modelowej w poréwnaniu 7 testowaniem jest to, ze weryfikacja
modelowa obejmuje wszystkie mozliwe przebiegi zdarzen, a nie tylko niektore.

7.2 Podsumowanie

W niniejszym wyktadzie pokazaliSmy, ze: wzorce, wyrazenia regularne, oraz automaty
skoriczone (wszystkie trzy poznane rodzaje), wszystkie opisuja dokladnie klase jezykow
regularnych. Poniewaz dowod byt konstruktywny, wida¢ z niego jak mozna ttumaczyé
wzorce na automaty i odwrotnie.
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7.3 Skorowidz

e Weryfikacja modelowa (ang. model-checking) to metoda weryfikacji polegajaca na
stworzeniu modelu weryfikowanego systemu w postaci np. automatu skonczonego i
wykazaniu jego poprawnosci poprzez badanie stworzonego modelu.

7.4 Praca domowa

1. Dopasuj do siebie automaty i wyrazenia regularne:

u b
a) a
—_— b !
b) b
c) a
u b
d) b
)
1) a(ba | b)*,
2) b(bb | a)*,
3) a(aa | b)*,
4) alba | a)",
5) b(ab | a)*

2. Podaj automat skonczony akceptujacy jezyk opisany wzorcem: b(aba | aa)™a.
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3. Podaj wyrazenie regularne opisujace jezyk akceptowany przez nastepujacy automat

niedeterministyczny:
a |b
— F1]2,3
2 1
3] 1
41 1 |1

7.5 Cwiczenia

1. Dopasuj do siebie automaty i wyrazenia regularne:

a) alb
— 1122
F2 2
b) a|b
— F1|2]|2
2111
c) a|b
— F1 2
F211]2
d) alb
— 112
F2 1
e) b
— F1|1]|2
F211]2
1) (b]ba)*,
2) (a|b)(ba | bb)*,
3) (a|b),
4) (a|b)br,
5) ((a]b)(a]|0b))".
Rozwigzanie!®

2. Dopasuj automaty do podanych wyrazen regularnych:

10
q-¢ ‘e ‘0-¢ ‘p-g -1
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aaa*a U b)(b* U bbU baaa*a)*,
bU aba*a)(a* U bb U baba*a)*,
)(b* U ba U baab*a)
a U aaa*b)(b* U ba U baaa*b)*,
a)(a* U ba U baab*a)*.

*
Y

Rozwiazanie

3. Podaj automaty skonczone (deterministyczne lub nie) odpowiadajace nastepujacym
wzorcom:

o (a(ab)* | a*bb)*,

(ab*a)* | (ba™b)",

(ab | abb | aabbb)™,

aa | (a | bab)bx,

a(bab) | a((aa)* | (bb)*),
e ax[((ba)* | bb)* | aa]*ab.

4. Podaj deterministyczne automaty skonczone akceptujace jezyki opisane wyrazeniami
regularnymi:
e a*b*a*,
a*b* | b*a*,
(ab)* | (ba)®,
a(baba)ta
(bab | abba)*aba,
(aba)* | (bab)",

11
P-¢ “e-% ‘q-g 0-g ‘o-1
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e (aba | abba)*bab,
e ((bab | bba)(bab | baba))™.

5. Podaj wyrazenia regularne odpowiadajace automatom:
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Wyktad 8. Lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych

8.1 Wstep

Okazuje sie, ze nie kazdy jezyk jest regularny. Standardowy przyktad jezyka, ktory nie
jest regularny, to A = {a™b"™ : n > 0}. Intuicyjnie jest to dosy¢ oczywiste. Zeby jezyk
byt regularny, musi by¢ mozliwe stwierdzenie czy stowo nalezy do jezyka przy uzyciu statej
pamieci. Jednak zeby sprawdzié¢, czy slowo jest postaci a™b", musimy najpierw wczytac
litery a i zapamieta¢ ich doktadng liczbe. Zapamietanie liczby n wymaga przynajmnie]j
log, n bitéw pamieci, a to nie jest stata. Tak wiec, jaka bySmy pamiecig nie dysponowali,
zawsze znajdzie sie dostatecznie duze n, takie ze po wezytaniu a™ nie bedziemy doktadnie
wiedzieli ile tych liter a bytlo. Tym samym nie bedziemy w stanie sprawdzi¢, czy liter b
jest doktadnie tyle samo.

Sprobujmy sformalizowaé powyzsze rozumowanie. Dowodzimy nie wprost, ze A nie
jest regularne. Zal6zmy przeciwnie, ze A jest regularne. Niech M = (Q, %, 0, s, F') bedzie
automatem akceptujacym A i niech n = |Q|. Wowczas z zasady szufladkowej Dirichleta
istnieje taki stan ¢, u > 0 oraz v > 0, 7e n = u + v, §*(s,a") = §*(q,a”) = q. Wowczas
tak samo jest akceptowane, lub nie, stowo a"b™ i a™b". Sprzeczno$é¢. A wiec zalozenie, ze
A jest regularny byto falszywe.

8.2 Lemat o pompowaniu

Powyzsze rozumowanie mozna uog6lni¢, uzyskujac bardziej ogolne narzedzie do wykazy-
wania, ze pewne jezyki nie sg regularne.

Tw. 2 (Lemat o pompowaniu dla jezykow regularnych). Niech A bedzie jezykiem regqular-
nym. Wowczas istnieje takie k, zZe dla dowolnych stow x,y i z takich, ze xyz € A oraz
ly| > k, mozna y podzieli¢ na stowa u, v i w, y = wow w taki sposéb, zZe v # € i dla
wszystkich i > 0 zuviwz € A.

Dowdéd: Skoro A jest jezykiem regularnym, to istnieje deterministyczny automat skon-
czony rozpoznajacy A oznaczmy go przez M = (@, X, 0, s, F'). Wybieramy k = |Q)|.
Niech z, y i z beda takimi stowami, 7e xyz € A oraz |y| > k. Zauwazmy, 7e w
obliczeniu automatu M akceptujacego stowo xyz, w trakcie wezytywania stowa y, pojawia
sie przynajmniej k + 1 stanow.
7 zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze przynajmniej jeden z tych stanow musi sie
powtarza¢. Wezmy pierwsze powtdrzenie sie stanu w trakcie wezytywania stowa y.
Mozemy wiec podzieli¢ stowo y na trzy czesci y = uvw:

e 1y — od poczatku slowa y do pierwszego wystapienia powtarzajacego sie stanu,
e v — od pierwszego do drugiego wystapienia powtarzajacego sie stanu, oraz

e w od drugiego wystapienia powtarzajacego sie stanu do konca stowa y.

64



Zauwazmy, ze stowu v odpowiada ,petelka”; tzn. v # ¢, oraz:

0% (s, xu) = 0% (s, xuw)

\

DS‘ (sxu)
X y

z

Stad, dla dowolnego ¢ > 0 mamy:
8 (s, zuv’) = §(6* (s, 2uv), vt =

= & (6 (s, wu),v" ) =

= & (s,7uv' )

= 0%(s,zu)

Stad zas otrzymujemy: A
6% (s, ruv'wz) = 6 (s, zuvwz) € F

Czyli zuviwz € A. O

8.3 Zastosowanie lematu o pompowaniu

Lemat o pompowaniu stuzy pokazywaniu, ze okreslone jezyki nie sg regularne. Schemat
takiego dowodu przebiega nie wprost. Lemat o pompowaniu ma posta¢ implikacji: jesli
jezyk jest regularny, to ma pewne wlasnosci. Dowdd, ze jezyk nie jest regularny przebiega
wedhig schematu: skoro dany jezyk nie posiada tych wtasnosci, to nie moze by¢ regularny.

Specjalnie 7z mysla o takim zastosowaniu powstato alternatywne sformutowanie lematu
0 pompowaniu:

Lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych — sformultowanie alternatywne:
Niech A bedzie jezykiem. Jezeli dla kazdego k > 0 istnieja takie stowa x,y, z, 7e xyz € A,
ly| > k oraz dla dowolnego podziatu stowa y na stowa u, v, w, y = uvvw takiego, ze v # ¢,
istnieje takie i > 0, ze zuv'wz € A, wowczas A nie jest regularny.

Nawet w postaci odwrdconej lemat o pompowaniu jest trudny do zrozumienia, gdyz
mamy tu do czynienia z czterema poziomami zagniezdzonych naprzemiennych kwantyfika-
torow uniwersalnych i egzystencjalnych. Takie zagniezdzenie naprzemiennych kwantyfika-
toréw mozemy sobie wyobrazié¢ jako ruchy dwdch graczy — gracze na przemian wskazuja
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jakie wartosci powinny przyja¢ zmienne spod kwantyfikatorow, jeden gracz spod uniwer-
salnych, a drugi spod egzystencjalnych. Pierwszy gracz stara sie pokazaé¢, ze dany jezyk
jest regularny, a drugi, ze nie. O wygranej decyduje, czy dla wybranych wartosci zmien-
nych zachodzi wlasno$é objeta kwantyfikatorami. Gra jest skonczona, wiec jeden z graczy
ma strategie wygrywajacag. W zaleznosci od tego, ktory z graczy to jest, jezyk moze by¢
regularny lub nie.

Lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych — gra z Demonem: Prowadzimy
z Demonem gre. Staramy sie pokazaé, ze jezyk nie jest regularny, a Demon stara sie
pokazac, ze jezyk mimo wszystko jest regularny. Zasady gry sa nastepujace:

1. Demon wybiera k > 0. (Jesli A jest faktycznie regularny, to Demon moze wybra¢ za
k liczbe stanow automatu akceptujacego A).

2. Wybieramy takie stowa z,y, z, 7e zyz € Ai |y| > k.

3. Demon dzieli y na takie stowa u,v,w, y = wvw, 7e v # . (Jesli A jest faktycznie
regularny, to Demon moze podzieli¢ y na pierwszych dwéch wystapieniach stanu,
ktory jako pierwszy powtarza sie w trakcie wezytywania stowa y.)

4. Wybieramy ¢ > 0.

Jesli zuviwz € A, to wygralismy, wpp. wygral Demon.

Oryginalne sformutowanie lematu o pompowaniu moéwi, ze jezeli jezyk jest regularny,
to Demon ma strategie wygrywajaca. Natomiast odwrotne sformutowanie mowi, ze jezeli
my mamy strategie wygrywajaca, to jezyk nie jest regularny. Pamietajmy, ze lemat o
pompowaniu nie stuzy do pokazywania, ze jezyk jest regularny. Nie zawsze pozwala on
na pokazanie, ze jezyk, ktory nie jest regularny faktycznie taki nie jest — istnieja jezyki,
ktore nie sg regularne i spetniaja lemat o pompowaniu.

Zobaczmy na przyktadach jak mozna zastosowac¢ sformutowanie lematu o pompowaniu
jak gry z Demonem:

Przyklad: Pokazemy, 7e jezyk A = {a"b™ : n > 0} nie jest regularny.
e Demon wybiera k.
o Wybieramy z = ¢, y = a* i 2z = bF.

e Jakkolwiek Demon by nie podzielit stowa y, to stowo v sktada sie wylacznie 7 literek
a i jest niepuste. Mozemy wybraé i = 2.

Stowo zuv*wz € A, bo ma wiecej literek a niz b, czyli wygralismy.
Powyzsza strategia jest dla nas strategia wygrywajaca, a zatem jezyk A nie jest regu-
larny.
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Przyklad: Pokazemy, ze jezyk B = {a®" : n < 0} nie jest regularny.
e Demon wybiera k.

e Wybieramy z = ¢, y = a2 %, z = a.
e Jakkolwiek Demon by nie podzielit stowa y, to stowo v sktada sie wylacznie z literek
a oraz 0 < |v] < 2F. Mozemy wybra¢ i = 2.

Stowo zuvwz ¢ B, bo 2% < |zuv?wz| < 2 - 28 = 251 a zatem wygralismy.

Powyzsza strategia jest dla nas strategia wygrywajaca, a zatem jezyk B nie jest regu-
larny.

Przyklad: Pokazemy, 7e jezyk C = {a™ : n > 0} nie jest regularny.
e Demon wybiera k.

k+1)1—1
bl

e Wybieramy z = ¢, y = a! Z = a.

e Demon wybiera stowa u, v, w. Mamy 0 < |v| < (k + 1)!.
e Wybieramy ¢ = k + 2.

Mamy |zuviwz| = (k+1)!4+(i—1)-|v|. Tak wigc, z jednej strony mamy |zuviwz| > (k+1)!,
ale z drugiej:

lzw'wz] = (k+ 1)1+ (k+ 1) |v| < (k+ 1)+ (k+1)- (k+1)! = (k+2)(k+ 1)! = (k+2)!

Stad, |zuviwz| € C, czyli wygrali$my.
Powyzsza strategia jest dla nas strategia wygrywajaca, a zatem jezyk C' nie jest regu-
larny.

8.4 Inne metody dowodzenia nieregularno$ci jezykéw

Wykorzystanie lematu o pompowaniu nie jest jedynym sposobem pokazywania, ze jakis§
jezyk nie jest regularny. Jedli juz wiemy o jakim$ jezyku (B), ze nie jest regularny, to
mozemy pokazac, ze jaki§ inny jezyk (A) nie jest regularny korzystajac z wlasnosci do-
mkniecia klasy jezykow regularnych. Rozumujemy przy tym nie wprost  gdyby jezyk A
byt regularny, to B tez, a 7ze B nie jest, to i A nie moze by¢.

Przyktad: Pokazemy, ze jezyk D = {a™b™ : n # m} nie jest regularny. Gdyby byl on
regularny, to (ze wzgledu na domkniecie klasy jezykow regularnych na dopetnienie) jezyk
A = {a™" : n > 0} bylby tez regularny, a nie jest. Tak wiec jezyk D nie moze by¢
regularny.
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Przyktad: Rozwazmy jezyk E C {[,|} zlozonych z poprawnych wyrazen nawiasowych.
Pokazemy, ze nie jest on regularny. Gdyby byt on regularny, to ENL([*]*) = {[*]" : n > 0}
tez bytby regularny. Natomiast jezyk {["]" : n > 0}, tak jak A = {a"b" : n > 0}, nie jest
regularny. Tak wiec jezyk E nie moze by¢ regularny.

8.5 Podsumowanie

Wyktad ten byl poswiecony przede wszystkim lematowi o pompowaniu dla jezykow re-
gularnych. Poznali§my trzy réwnowazne sformutowania tego lematu, oraz przyktady jego
zastosowania do wykazywania, ze okreSlone jezyki nie sg regularne. PoznaliSmy tez me-
tode wykazywania, ze dane jezyki nie sg regularne, w oparciu o wtasnosci domkniecia klasy
jezykéw regularnych.

8.6 Skorowidz

e Lemat o pompowaniu dla jezykéw regularnych mowi, ze dla kazdego jezyka
regularnego, kazde dostatecznie dhugie stowo w tym jezyku mozna ,pompowac¢” do-
wolnie je wydhuzajac. Wykazywanie braku tej wtasnosci jest metoda pokazywania,
ze dany jezyk nie jest regularny.

e Gra z Demonem — alternatywne sformutowanie lematu o pompowaniu dla jezykow
regularnych jako gry.

8.7 Praca domowa

1. Ktore z ponizszych jezykow sa regularne, a ktore nie? (Odpowiedzi nie musisz for-
malnie uzasadniac.)

a) {a”* :n >0},
b) {aibi :i-j <42},
¢) {a't’ : i = j mod 42},
d) {ww:w € {a,b}*},
e) {a"b™ : |n—m| <42}
2. Pokaz, 7e jezyk {a™b™a™™ : m,n > 0} nie jest regularny.

3. Pokaz, 7e jezyk zawierajacy te stowa nad alfabetem {a, b}, ktore zawieraja tyle samo
liter a i b, {z € {a,b} : #.(x) = #,(x)}, nie jest regularny.
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8.8 Cwiczenia

1. Pokaz, 7ze nastepujace jezyki nie sa regularne:
o {a"b*" :> 0},
e jezyk zlozony z palindromoéw nad alfabetem {a, b}, {x € {a,b}* : © = rev(z)},
e {a? : p jest liczba pierwsza },
o {a” :n>0},
o {diVcF:i=jVj=k}
2. Ktore z podanych jezykdéw sa regularne, a ktore nie? Odpowiedzi uzasadnij.

a) {a'tV:0 <1< j <42},

b) komentarze w Pascalu,

c) {a'VcF i v #k},

d) {a'¥a® ) 1 i j > 0},

e) {z € {a,b}: #a(x) # #(2)},

f) {a* :n >0},

g) {a'Vc¥ i+ j+k <42},

h)

i) {a*" :n >0},

j) {z €{a,b}* : #.(x) jest podzielne przez 42}.

poprawne programy w Pascalu,

Rozwigzanie!?

12
([' L(S ‘(J ‘(q ‘('e bs auren3oy
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Wyktad 9. Minimalizacja deterministycznych automatéow
skoniczonych

9.1 Wstep

W tym wykladzie zajmiemy sie problemem minimalizacji liczby stanéw w deterministycz-
nych automatach skonczonych. Konstruujac automaty skonczone czesto mozemy dosé do
kilu rozwigzan o réznej liczbie standéw. Jak znalez¢ automat o najmniejszej mozliwej liczbie
stanow? W przypadku deterministycznych automatéw skoriczonych znany jest efektywny
algorytm przeksztatcajacy dowolny automat akceptujacy dany jezyk w automat o mini-
malnej liczbie stanow.

Zanim poznamy ten algorytm i udowodnimy jego poprawno$¢, zobaczmy na przyktadzie
jak mozna zminimalizowa¢ liczbe stanow.

Przyklad: We7my na poczatek niedeterministyczny automat skoniczony akceptujacy te
stowa (nad alfabetem {a, b}), ktore zawieraja podstowo aab.

ab ab
p q r S

Automat ten ma 4 stany, a wiec odpowiadajacy mu automat potegowy ma 16 standw.
Oczywiscie mozemy sie ograniczy¢ do stanoéw osiggalnych, a tych jest 6.

a b

a
—— o
o Apg {p.ar} rs
b

Zauwazmy, ze mozemy sklei¢ ze soba wszystkie stany akceptujace  po ich osiggnieciu nie
mozna juz ich opusci¢, a wiec stowo musi zosta¢ zaakceptowane.

b a ab
Lo e

Uzyskalismy automat deterministyczny o 4 stanach. Czy to jest minimum? Zastanéwmy
sie ile stanoéw jest niezbednych. Potrzebny jest jeden stan akceptujacy, do ktérego wcho-
dzimy, gdy wezytamy podstowo aab. Dodatkowo potrzebujemy przynajmniej 3 inne stany.
Mozemy je rozrézni¢ m.inn. po najkrotszych stowach koniecznych do osiggniecia stanu ak-
ceptujacego. Dla stanu poczatkowego jest to oczywiscie stowo aab. Dla stanu w jakim
jestesmy po wczytaniu a jest to ab, a dla stanu, w ktéorym jesteSmy po wezytaniu aa jest
to b. Razem uzyskujemy 4 stany, a wiec nasz automat jest minimalny.

70



9.2 Dowbd istnienia automatu minimalnego

Jak wida¢ z powyzszego przyktadu niektore stany w automacie deterministycznym moga
by¢ sobie ,rownowazne” i mozemy je sklei¢. Natomiast badajac, czy stany sa rownowazne
powinnismy zwrdci¢ uwage na to jakie stowa z danych stanéow prowadza do stanéw akcep-
tujacych. Jesli sa tu jakie$§ roznice, to standéw nie mozemy skleja¢. Narazie sa to mato
precyzyjne intuicje, ale za chwile sformalizujemy je.

Nadal jednak pozostaje otwarte pytanie, czy usuniecie standéw nieosiggalnych i sklejenie
stanow ,rownowaznych” prowadzi do jednego automatu minimalnego? Czy tez zaczyna-
jac od réznych automatéw mozemy uzyskaé¢ rézne automaty minimalne? Pokazemy, ze
dla kazdego jezyka regularnego istnieje jeden (z dokladnoscia do izomorfizmu) minimalny
deterministyczny automat skoniczony.

Def. 33. Niech A bedzie ustalonym jezykiem. Przez A/x oznaczamy jezyk postaci:
Az ={ye X :zy € A}
Jezyki postaci A/x dla z € ¥* nazywamy jezykami ilorazowymi. O

Inacze] mowiac, A/z to jezyk ztozony ze wszystkich tych ciagow dalszych, ktore uzu-
pelniaja wystapienia prefiksow x w stowach z A. W szczegolnosci A/e = A. Wprost z
definicji jezyka A/x wynika nastepujacy fakt:

Fakt 7. Dla dowolnych x,y € ¥* mamy A/zy = (A/x)/y.
Stad zas wynika kolejny fakt:
Fakt 8. Dla dowolnych x,y,z € ¥*, jesli AJx = Aly, to AJxzA/yz.

Jest tak gdyz:
Alwz = (Afx)/z = (Aly))z = Afyz
Jezeli dodatkowo A jest regularny to pojawiaja sie dodatkowe intuicje. Niech M =
(Q,%,6,s, F) bedzie deterministycznym automatem skonczonym akceptujacy A, L(M) =
A, w ktorym wszystkie stany sa osiagalne. A/x to jezyk ztozony 7z tych stow, ktore pro-
wadza ze stanu 0*(s,x) do stanow akceptujacych, (czyli jest to jezyk akceptowany przez
automat postaci (@, %, 6,0%(s,z), F')). Poniewaz to, jakie stowa prowadza z danego stanu
do standéw akceptujacych zalezy od tego stanu, ale nie od tego jak dostaliémy sie do tego
stanu, wiec zachodzi nastepujacy fakt:

Fakt 9. Niech z,y € ¥*. Jesli §*(s,z) = 6*(s,y), to AJx = A/y.

Mozemy wiec kazdemu stanowi ¢ automatu M przyporzadkowaé jeden z jezykow ilo-
razowych A/x jezyka A — doktadnie taki, dla ktorego §*(s,x) = ¢. Wynika stad kolejny
fakt:

Fakt 10. Jesli A jest reqularny, to istnieje skonczenie wiele jezykow ilorazowych jezyka A.
Doktadniej, jest ich co najwyzej tyle, co standow osiggalnych w deterministycznym automa-
cie skonczonym akceptujgcym A.
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Okazuje sie, ze odwrotna implikacja jest réwniez prawdziwa.
Tw. 3 (uproszczone twierdzenie Myhilla-Nerode’a). Niech A bedzie ustalonym jezykiem.

Nastepujgce stwierdzenia sq rownowazne:

e A jest reqularny,

o istnieje skonczenie wiele jezykow ilorazowych jezyka A.

Dowo6d: Implikacja w jedng strone wynika z poprzedniego faktu. Musimy pokazaé, ze
jezeli istnieje skoriczenie wiele jezykow ilorazowych jezyka A, to A jest regularny. Skon-
struujemy deterministyczny automat skonczony akceptujacy A. Stanami tego automatu
beda jezyki ilorazowe jezyka A, Q = {A/x : x € ¥*}. Nasz automat skonstruujemy tak, ze
kazdy stan jako jezyk bedzie zawieral doktadnie te stowa, ktore z tego stanu prowadza do
standéw akceptujacych:

Az ={ye X" :6"(AJz,y) € F
Stanem poczatkowym jest oczywiscie A = A/e, gdyz nasz automat ma akceptowaé wlasnie
jezyk A. Stanami akceptujacymi sa te stany, ktore jako jezyki zawieraja stowo puste,

F={A/x:cec Az}

Czyli:

F={A/x:x € A}
Natomiast funkcja przejscia jest postaci:

0(A/x,a) = A/za
Powyzsza definicja jest poprawna, gdyz jesli A/x = A/y, to A/za = A/ya.

Trzeba jeszcze pokazac, 7e automat M = (Q,3,9, A, F) akceptuje jezyk A. Niech
y € X5, y=aay...a, Zauwazmy, 7e:
(Afz,y) = 0(AJz,a1ay...a;) =
= 0"(0(A/x,a1),as...ax) =
= 0"(A/zay,ay...a;) =

= 0"(A/zay,ay...a¢€) =
= A/zay,ay...ay = Alzy
Stad, jezyk akceptowany przez M to:

L(M) = {ze¥:§"(Azx) e F} =
= {zeX :0"(Afe,x) € F} =
= {ze¥ :AlxecF}=
= {reX:eccA/x}=
= {ze¥:zeA}=A
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9.3 Konstrukcja automatu minimalnego

Zauwazmy, ze automat skonstruowany w powyzszym dowodzie ma minimalng liczbe stanow

gdyz ma ich dokladnie tyle ile jest jezykow ilorazowych jezyka A. Pokazemy jak z do-
wolnego deterministycznego automatu skonczonego akceptujacego jezyk A zrobié automat
izomorficzny ze skonstruowanym powyzej.

Niech M = (Q, 3,9, s, F') bedzie dowolnym ustalonym deterministycznym automatem
skoniczonym akceptujacym jezyk A, L(M) = A, w ktorym wszystkie stany sa osiagalne.
(Jesli M zawiera stany nieosiagalne, to najpierw je usuwamy.) Kazdemu stanowi ¢ € @
mozemy przypisac¢ jezyk ztozony z tych stow, ktore prowadza z ¢ do standéw akceptujacych.
Jezyk taki to A/x, gdzie x prowadzi z s do ¢, §*(s,z) = q.

Niech M/~ bedzie automatem powstalym z M przez sklejenie ze sobg stanow, ktorym
przypisaliémy takie same jezyki ilorazowe. Scile rzecz biorac, na stanach automatu M
definiujemy relacje rownowaznosci ~ C () x () okreslong w nastepujacy sposob:

pRqwWtw. Vees 0" (p,x) € F < 0%(q,x) € F

Inaczej mowiac, niech A/x i A/y beda jezykami ilorazowymi przypisanymi stanom p i g,
wowczas p ~ q wtw., gdy A/x = A/y.
Sklejamy te stany automatu M, ktore sa sobie rownowazne:

gdzie:
0/~([q)x, a) = [6(q, a)]~

Automat M)~ jest nazywany automatem ilorazowym.

Po pierwsze musimy si¢ upewnic, czy 0/~ jest poprawnie zdefiniowana. Musimy w tym
celu pokazaé, ze jezeli sklejamy ze soba dwa stany p,q € @), p = ¢, to dla dowolnego a € X
mamy roéwniez d(p, a) =~ §(q,a). Skoro p = q, to Az = A/y, a zatem A/xa = A/ya, czyli
d(p,a) =~ d(q,a).

Zauwazmy, ze nigdy nie skleimy stanu akceptujacego z nieakceptujacym, gdyz stany
akceptujace charakteryzuja sie tym, ze przypisane im jezyki zawieraja stowa puste.

Czy automat M/~ akceptuje ten sam jezyk co M, L(M,~) = L(M)? Mozna poka-
zac (przez indukcje), ze dla dowolnego stanu ¢ € @ i stowa x € ¥* mamy 07_([¢]~, z) =
[0%(¢, )]~. Poniewaz jednak nie skleiliémy zadnego stanu akceptujacego z zadnym ze sta-
noéw nieakceptujacych, mamy:

L(Myx) = {zeX :§([s]x7) € Fia} =
= {ze¥:§(s,x) e F}=LM)=A
Tak wiec usuwajac stany nieosiggalne i sklejajac ze soba stany, ktorym odpowiadaja te same

jezyki ilorazowe otrzymujemy ten sam minimalny deterministyczny automat skonczony
akceptujacy dany jezyk regularny.
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Przyklad: WeZmy nastepujacy automat deterministyczny:

a a,b
ab E ; b g
——
S {ar} i

9.4 Algorytm minimalizacji
Pokazemy jak mozna zaimplementowaé¢ opisang w poprzednim punkcie konstrukcje. Algo-
rytm minimalizacji sktada sie z dwoch faz:

1. usuniecia stan6w nieosiggalnych,

2. wyznaczenia relacji rownowaznosci = i sklejenia ze sobg standéw rownowaznych.

Znalezienie stan6w nieosiggalnych jest prostsze. Trudniej natomiast znalezé stany réwno-
wazne. Przypomnijmy, ze dwa stany p i ¢ sa sobie rownowazne, gdy:

Vees<0*(p,z) € F < §*(q,x) € F

Pokazemy algorytm, ktory znajduje wszystkie pary nieréwnowaznych sobie stanow. Sitg
rzeczy, pozostate pary stanéw sa sobie rownowazne i mozna je sklei¢ ze soba.
Jesli stany p i ¢ nie sa sobie rownowazne, to istnieje rozrdzniajace je stowo x, takie ze:

0 (p,x) € F 4 6" (q,x) € F

Poczatkowo zaktadamy, ze wszystkie stany mozna sklei¢ ze soba. Nastepnie sukcesywnie
wyznaczamy pary stanoéw ktore nie sg sobie rownowazne w kolejno$ci wg. rosnacej
dhugodci najkrotszych rozrézniajacych je stow.
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Algorytm

1.

Tworzymy tablice wartosci logicznych Ty, 3 indeksowang nieuporzadkowanymi pa-
rami {p, ¢} stanéw p,q € Q. Poczatkowo T, ;3 = true dla wszystkich p,q € Q.

Dla wszystkich takich par stanow {p, ¢}, ze p € F'iq € F zaznaczamy T}, ,, = false.
Jesli p jest akceptujacy, a ¢ nie, to stany te rozroznia stowo puste €.

Dla wszystkich par stanow {p,q} i znakow a € X takich, ze T{5(p.q),5(4,0)) = false,
zaznaczamy rowniez Ty, » = false.

. Jezeli w kroku 3 zmieniliémy cho¢ jedng komorke tablicy 7' z true na false, to
powtarzamy krok 3 tak dtugo, az nie bedzie on powodowat zadnych zmian w
tablicy T
Na koniec mamy: p ~ q < Ty -

Dowd6d poprawno$ci algorytmu: Poprawnosé algorytmu wynika stad, ze dla kazdej
pary stanow {p, ¢}, ktore nie sa sobie rownowazne istnieje pewne stowo, ktore je rozréznia.
We7my najkrotsze takie stowo. W kroku 2 wyznaczamy wszystkie takie pary, ktore sa

rozrozniane przez €. 7 kazdym powtdrzeniem kroku 3 wyznaczamy wszystkie takie pary,
ktore sg rozrozniane przez stowa o jeden dluzsze.

Poniewaz tablica T' ma skoriczong liczbe komorek, wiec krok 3 jest powtarzany ograni-
czong liczbe razy, a powyzszy algorytm zawsze sie zatrzyma.

Przyklad: WeZmy nastepujacy automat deterministyczny:

a b bl &
Obs—
—
& a q

Wszystkie stany sa osiggalne. Tablica T" obliczona dla tego automatu uzyskuje swa postac
juz w kroku 2:

'TJ'—]'TJ’U‘
i)

T|F|s]

Co oznacza, 7ze mozemy sklei¢ ze sobg stany s i q oraz p i r:
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Przyklad: WeZmy nastepujacy automat deterministyczny:

Tablica T' obliczona dla tego automatu uzyskuje swa posta¢ juz w kroku 2:

1]
F|2
F[T[3
F|F|F|4
F|F[F[T][5
F|F[F[F[F][6
FIF[F[F[F[T][T7]

Co oznacza, ze mozemy sklei¢ ze sobg stany: 2z 3,4z 5, oraz 6 z 7.

ab
ab
*’.T’./_\\g/@—b>
1 ’ 23 45 6,7

9.5 Podsumowanie

W tym wykladzie poznaliSmy (uproszczone) twierdzenie Myhilla-Nerode’a. Twierdzenie
to dostarcza nam jeszcze jednego kryterium do badania czy jezyki sa regularne — kazdy
jezyk regularny ma skonczenie wiele jezykéw ilorazowych. Jako wniosek z dowodu tego
twierdzenia uzyskalismy, 7e istnieje jeden (7 doktadnoscia do izomorfizmu) minimalny au-
tomat deterministyczny akceptujacy dany jezyk. PoznaliSmy tez algorytm wyznaczania
tego minimalnego automatu.
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9.6 Skorowidz

e Automat ilorazowy to minimalny deterministyczny automat skonczony powstaty
przez sklejenie stanéw rownowaznych (zgodnie z dang relacja rownowaznosci na sta-
nach, spelniajaca pewne dodatkowe warunki).

e Algorytm minimalizacji deterministycznych automatéow skonczonych — algorytm
wyznaczania minimalnego deterministycznego automatu skonczonego na podstawie
dowolnego deterministycznego automatu skoriczonego akceptujacego dany jezyk.

e Jezyk ilorazowy jezyka A, to kazdy 7z jezykow postaci A/z = {y € ¥* : zy € A}
(dla z € ¥*).

9.7 Praca domowa

Zminimalizuj nastepujace deterministyczne automaty skonczone:

1.
alb
— 11314
21413
F3|12]1
F411]2
2.

(\]

F5

w
Tt —= W N Ot W
N Tl = WO |

9.8 Cwiczenia

Zminimalizuj nastepujace deterministyczne automaty skonczone:

77



NN N i MG N R R Slem © H — S| = = O SO N —H O — ™
< o <+ < S| = Slem < <+ — Slo ™o — o SN Id N Ao Slo m© —~ oI
— o <H ﬂ2m4 — o < — AN o © — N <o © — AN o ©

78



<t O © © O~ <H

IO M0 Mo oM

O <t~ 10 O — AN M

T N OO~ M A O

< O N O O Mo

AN H O N O

AN AN 1O AN 1O — 10 1O

AN AN O MmN N ™M

S —= AN ™M 1o O

SO = AN M FH 1o O

10.

O = AN M < 1o O -

TR

11.

O 4 A M <t Lo O -

HF K

79



0 < AN I~ ™ © —

12.

AN~ D0 <f oM

1F34567
(o]

£3

80



Wyktad 10. Jezyki bezkontekstowe

10.1 Wstep

W tym wyktadzie poznamy gramatyki bezkontekstowe i opisywana przez nie klase jezykow
bezkontekstowych. Gramatyki bezkontekstowe sa formalizmem stuzacym do opisu sktadni

podobnie jak wyrazenia regularne. Podobnie réwniez jak wyrazenia regularne sg mak-
symalnie uproszczonym formalizmem, a wzorce sg ich rozbudowana wersja przeznaczong
do praktycznych zastosowaé, tak i gramatyki bezkontekstowe maja swoja rozbudowana
wersje przeznaczong do praktycznych zastosowan. Sa to: notacja Backusa-Naura (BNF,
ang. Backus-Naur form) oraz rozszerzona notacja Backusa-Naura (EBNF, ang. eztended
Backus-Naur form). Jest bardzo prawdopodobne, 7e Czytelnik zetknat sie z nimi. Notacje
te sa zwykle uzywane w podrecznikach do $cistego opisu sktadni jezykéw programowania.

Bedziemy réwniez badaé¢ wlasciwosci klasy jezykow, ktore mozna opisaé gramatykami
bezkontekstowymi — tzw. klasy jezykow bezkontekstowych. Jak zobaczymy, sita wyrazu
gramatyk bezkontekstowych bedzie wieksza niz wyrazen regularnych i automatéw skonczo-
nych. Inaczej mowiac, klasa jezykow bezkontekstowych zawiera klase jezykow regularnych.

10.2 BNF

W pierwszym przyblizeniu BNF jest formalizmem przypominajacym definicje nazwanych
wrzorcow ze specyfikacji dla Lex’a. Gloéwna roznica polega na tym, ze zaleznosci miedzy
poszczegblnymi nazwami moga by¢ rekurencyjne.

Specyfikacja w BNF-ie okresla sktadnie szeregu konstrukcji sktadniowych, nazywanych
tez nieterminalami. Kazda taka konstrukcja sktadniowa ma swoja nazwe. Specyfikacja
sktada sie 7 szeregu regul (nazywanych produkcjami), ktore okreslaja jaka posta¢ moga
przybieraé¢ konstrukcje sktadniowe. Nazwy konstrukeji sktadniowych ujmujemy w trojkatne
nawiasy (...) . Produkcje maja posta¢:

(definiowana konstrukcja) = wyrazenie opisujace definiowana konstrukcje

Wyrazenie opisujace definiowang konstrukcje moze zawieraé:

e (konstrukcja) nazwy konstrukcji, w tym réwniez definiowanej, rekurencyjne
zaleznosci sa dozwolone,

e tekst, ujety w cudzystow, ktory pojawia sie dostownie w danej konstrukcji,
e ...|... — oddziela rézne alternatywne postaci, jakie moze mie¢ dana konstrukcja,
e [...] fragment ujety w kwadratowe nawiasy jest opcjonalny.

Produkcje traktujemy jak mozliwe reguty przepisywania  nazwe konstrukcji stojacej po
lewej stronie produkcji mozemy zastapi¢ dowolnym napisem pasujacym do wyrazenia po-
danego po prawej stronie. Kazdej konstrukeji sktadniowej odpowiada pewien jezyk. Sktada
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sie on z wszystkich tych napiséw, ktore mozna uzyskaé¢ zaczynajac od nazwy konstrukcji i
stosujac produkcje, az do momentu uzyskania napisu, ktory nie zawiera juz zadnych nazw
konstrukcji.

Przyktad: BNF moze stuzy¢ do opisywania sktadni najrozmaitszych rzeczy. Oto opis
sktadni adresow pocztowych:

(adres) = (adresat) (adres lokalu) (adres miasta) (adres kraju)
(adresat) m= ["W.P." | "Sz.Pan."] (napis) ","

(adres lokalu) := (ulica) (numer) ["/" (numer) | ["'m" (numer) |"/" (numer) |","
(adres miasta) == [ (kod) | (napis)

(adres kraju) == ["," (napis) ]

(kod) = (cyfra) (cyfra) "-" (cyfra) (cyfra) (cyfra)

<Cyfra> — ||0|| ‘ "1" | "2" | ||3|| ‘ "4" | "5" | ||6|| | "7" | "8" | ||9||

(numer) == (cyfra) [ (numer) ]

Specyfikacja ta nie jest oczywiscie kompletna, gdyz nie definiuje czym jest napis. Zwrdéémy
uwage na to, ze definicja numer jest rekurencyjna.

10.3 Gramatyki bezkontekstowe

Gramatyki bezkontekstowe sa uproszczona wersja notacji BNF. Konstrukcje sktadniowe
nazywamy tu nieterminalamsi lub symbolami nieterminalnyms i bedziemy je oznacza¢ wiel-
kimi literami alfabetu tacinskiego: A, B, ..., X, Y, Z. Wgrod nieterminali jest jeden
wyrozniony symbol, nazywany aksjomatem. To wtasnie jezyk zwiazany 7 tym nietermina-
lem opisuje gramatyka.

Oprocz nieterminali uzywamy rowniez terminali (symboli terminalnych) — sa to znaki
stanowigce alfabet opisywanego przez gramatyke jezyka. Bedziemy je oznacza¢ malymi
literami alfabetu tacinskiego: a, b, .. ..

Produkcje w gramatykach bezkontekstowych maja bardzo prosta posta¢: A — «, gdzie
A to nieterminal, a « to stowo, ktore moze zawiera¢ terminale i nieterminale. Produkcja
taka oznacza, ze nieterminal A mozemy zastapi¢ napisem «. Dla jednego nieterminala
mozemy mie¢ wiele produkcji. Oznacza to, ze mozemy je dowolnie stosowaé. Zwykle
zamiast pisacé:

Bedziemy pisaé krocej:
A—al|p]| ... |y



Przyklad: Zanim formalnie zdefiniujemy gramatyki bezkontekstowe i opisywane przez
nie jezyki, spojrzmy na gramatyke opisujaca jezyk: {a"b" : n > 0}.

A—aAb|e
Oto sekwencja zastosowaé¢ produkeji, ktora prowadzi do uzyskania stowa aaabbbd:

A — aAb — aaAbb — aaa Abbb — aaabbb

Trzykrotnie stosowaliémy tutaj produkcje A — aAb, aby na koniec zastosowa¢ A — e.
Przyktad ten pokazuje, ze gramatyki bezkontekstowe moga opisywac jezyki, ktore nie sg
regularne.

Def. 34. Gramatyka bezkontekstowa, to dowolna taka czworka G = (N, X, P, S), gdzie:
e N to (skoriczony) alfabet symboli nieterminalnych,
e Y to (skoriczony) alfabet symboli terminalnych, X N N = (),
e P to skonczony zbior produkcji, regut postaci A — adla A € N, o € (N UX)*,
e S € N to aksjomat wyr6zniony symbol nieterminalny.
(I

Zwykle nie bedziemy podawaé¢ gramatyki jako formalnej czworki. Zamiast tego be-
dziemy podawac¢ zbior produkcji. Zwykle, w sposéb niejawny z produkcji wynika zbior
nieterminali i terminali. Jezeli nie bedzie oczywiste, ktory nieterminal jest aksjomatem,
bedziemy to dodatkowo zaznaczac.

Def. 35. Niech G = (N,3, P, S) bedzie ustalona gramatyka bezkontekstowa. Przez —
bedziemy oznacza¢ zbior produkeji P traktowany jako relacja, =C N x (N U X)*. Przez
—* bedziemy oznacza¢ zwrotnio-przechodnie domkniecie —, —*C (N U X)* x (N U X)*.
O

Relacja — opisuje pojedyncze zastosowanie produkeji, jako relacja miedzy nietermina-
lem, a zastepujacym go stowem. Relacje —* opisuje co mozna zrobi¢ stosujac dowolng
liczbe (tacznie 7 zero) dowolnych produkeji. Mozemy tez przedstawié sobie relacje —* jako
skrot do wielokrotnego iterowania relacji —:

Fakt 11. Jezeli v —* y, to istnieje cigg stow (z;) taki, Ze:
T=%2 —2 = " —72=Y

Gramatyka opisuje jezyk ztozony z tych wszystkich stow (nad alfabetem terminalnym),
ktore mozemy uzyskaé¢ z aksjomatu stosujac produkcje.
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Def. 36. Niech G = (N,3, P,S) bedzie ustalona gramatyka bezkontekstowa. Jezyk
generowany (lub opisywany) przez gramatyke G, to:

LG)={ze¥X:S—="z}

Alternatywnie, L(G) to zbior takich stow = € ¥*, dla ktorych istnieja ciagi stow (z;),
zi € (N UX)* takie, ze:
S=zp—2n— " —zg==1

Ciag (z;) nazywamy wyprowadzeniem stowa x (w gramatyce G). O

Def. 37. Powiemy, ze jezyk jest bezkontekstowy, jezeli istnieje generujaca go gramatyka.
O

Wyprowadzenie stanowi co§ w rodzaju dowodu, 7ze dane stowo faktycznie nalezy do
jezyka generowanego przez gramatyke. Istnieje jeszcze inny, bardziej strukturalny, sposob
ilustrowania jak dane stowo mozna uzyska¢ w danej gramatyce. Jest to drzewo wyprowa-
dzenia.

Def. 38. Drzewo wyprowadzenia, to sposob ilustrowania jak dane stowo moze byé
wyprowadzone w danej gramatyce, w postaci drzewa. Drzewo wyprowadzenia musi spetniaé
nastepujace warunki:

e W korzeniu drzewa znajduje sie aksjomat.

e W wezlach wewnetrznych drzewa znajduja sie nieterminale, a w liSciach terminale
lub stowa puste .

e Jedli w danym wezle mamy nieterminal X, a w jego kolejnych synach mamy x1, xo, . . ., 2k,
to musi zachodzi¢ X — x125... 7.

e Terminale umieszczone w lisciach, czytane od lewej do prawej, tworza wyprowadzone
stowo.

Przyjrzyjmy sie zdefiniowanym powyzej pojeciom na przyktadach:

Przyklad: Wesmy gramatyke generujaca jezyk {a"b™ : n > 0}
A —aAb|e
Wyprowadzenie stéw aaabbb ma postac:

A — aAb — aaAbb — aaa Abbb — aaabbb
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a jego drzewo wyprowadzenia wyglada nastepujaco:

N,
G/S\b
a S\b

Przyklad: Oto gramatyka generujaca jezyk palindromow nad alfabetem {a, b, c}:
S —aSa|bSb|cSc|a|blc]|e
Wezmy stowo abbcbba. Oto jego wyprowadzenie i drzewo wyprowadzenia:

S — aSa — abSba — abbSbba — abbcbba

Przyktad: Przyjrzyjmy sie jezykowi ztozonemu 7z poprawnych wyrazen nawiasowych (dla
czytelnosci zbudowanych 7 nawiaséow kwadratowych). Jezyk ten mozemy zdefiniowaé na
dwa sposoby. Po pierwsze, wyrazenia nawiasowe, to takie ciggi nawiasow, w ktorych:

e laczna liczba nawiasow otwierajacych i zamykajacych jest taka sama,

e kazdy prefiks wyrazenia nawiasowego zawiera przynajmniej tyle nawiasow otwieraja-
cych, co zamykajacych.
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Jezeli zdefiniujemy funkcje L(x) = #((z) i R(z) = #(x), to jezyk wyrazei nawiasowych
mozemy zdefiniowaé nastepujaco:

W ={ze{[.]}": L(z) = R(x) i dla kazdego prefiksu y stowa x mamyL(y) > R(y)}

Drugi sposob zdefiniowania jezyka wyrazen nawiasowych, to podanie gramatyki bezkon-

tekstowej.
S —[S]|SS|e

Oznaczmy te gramatyke przez GG. Oto przyktadowe drzewo wyprowadzenia dla wyrazenia

nawiasowego [[][[]]:
T
S

/
%
/N

]

NN\ S

£

Pokazemy, ze obie definicje sg sobie rownowazne. W tym celu pokazemy najpierw, ze
kazde stowo, ktére mozna wyprowadzi¢ w G nalezy do W, a nastepnie, ze kazde stowo 7

W mozna wyprowadzi¢ w G.
To, 7e L(G) C W bedziemy dowodzié przez indukcje ze wzgledu na dtugosé wyprowa-

dzenia.

1. Jedynym stowem jakie mozna wyprowadzi¢ w jednym kroku jest €. Oczywidcie € €
W.

2. Zalozmy, 7e wyprowadzenie ma posta¢ S — [S]| —* [z]. Z zalozenia indukcyjnego z
jest wyrazeniem nawiasowym. W takim razie [z] tez, gdyz:

L([z]) = L(x) + 1 = R(x) + 1 = R([z])
oraz dla kazdego prefiksu y stowa x mamy:

L(ly) = L(y) + 1 > L(y) > R(y) = R([y)
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3. Zalézmy, ze wyprowadzenie ma postac:

S——=S5S

AN

Z zatozenia indukcyjnego = i y sa wyrazeniami nawiasowymi. W takim razie zy tez,

gdyz:
L(zy) = L(z) + L(y) = R(z) + R(y) = R(zy)

oraz dla kazdego prefiksu z stowa y mamy:

L(xzz) = L(z) + L(z) > L(z) + R(z) = R(z) + R(z) = R(zz)

Z zasady indukcji otrzymujemy L(G) C W.
Pokazemy teraz, ze W C L(G). Dowdd bedzie przebiegal przez indukcje po dtugosci
stowa.

1. Mamy € € W oraz S — e.

2. Niech x € W, |z| > 0, 2 = ajay . . . ag. Okreslmy funkcje f: {0,1,...,k} — N:

f(@)=L(ay...a;) — R(ay . ..a;)

Mamy dwa mozliwe przypadki:

e Dla pewnego 0 < i < k mamy f(i) = 0. Wowczas a; ...a; oraz a;.q...a; Sa
wyrazeniami nawiasowymi. Stad:

S—S88—="a1...q;a;41...ap =7

e Dla wszystkich 0 < i < k mamy f(i) > 0. Wowczas as . .. ax_1 jest wyrazeniem
nawiasowym. Stad:
S—[S]—="lay...ap1] ==

Tak wiec z € L(G).

Na mocy zasady indukcji uzyskujemy W C L(G). Tak wiec W = L(G).

Czesto chcemy, aby gramatyka nie tylko opisywala jezyk, ale rowniez jego strukture.
Wymagamy wowczas, aby gramatyka byla dodatkowo jednoznaczna.
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Def. 39. Powiemy, ze gramatyka G jest jednoznaczna, gdy dla kazdego stowa = € L(G)
istnieje tylko jedno drzewo wyprowadzenia stowa x w gramatyce G. O

Jesli gramatyka jest jednoznaczna, to drzewa wyprowadzen jednoznacznie okreslaja
strukture (skladniowa) stow z jezyka. Nadal oczywiscie stowa moga mieé¢ wiele wyprowa-
dzen, ale r6znig sie one tylko kolejnoscig stosowanych produkcji, a nie strukturg wyprowa-
dzania stowa.

Przyktad: Oto gramatyka opisujaca proste wyrazenia arytmetyczne:

S — S+S|S—S|S«S|S/S|L|(S)
L — C|CL
C — 0]1]2]3[4]|5[6]|7[8]9

Gramatyka ta jest niestety niejednoznaczna. Na przyktad, wyrazenie 42 4+ 5 x 2 ma dwa
rozne drzewa wyprowadzenia:

S/i\S S/S
AN IN

L S * S S + S L
/
C L L L L L C
\ /
4 C C ¢ C L C 2
|
2 > 2 4 C b}
2

Struktura wyrazenia ma wptyw na sposob jego interpretacji. Drzewo wyprowadzenia po
lewej prowadzi do wartosci wyrazenia 52, a to po prawej do 94. Wszedzie tam, gdzie
gramatyka opisuje skladnie jezyka, ktoremu towarzyszy $cisle zdefiniowana semantyka,
bedziemy chcieli, aby byta to jednoznaczna gramatyka.

W przypadku wyrazen arytmetycznych musimy ustali¢ kolejno$¢ wigzania operatorow,
oraz wymusi¢, aby operatory byty albo lewostronnie, albo prawostronnie taczne. Oto
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jednoznaczna gramatyka wyrazen arytmetycznych:
E —- E+S|E-S]|S
S — S«xF|S/F|F
F — L[(E)
L — C|CL
C — 0]1]2]3[4(5|6|7|8]9

W tej gramatyce analizowane wyrazenie ma tylko jedno drzewo wyprowadzenia:
E
E + S

RN

F F L
L L C
/
C L C 2
|
4 C b}
2

10.4 Jezyki regularne a bezkontekstowe

Pokazemy teraz, ze wszystkie regularne sg bezkontekstowe. Jak juz wczesniej widzieliSmy,
odwrotne stwierdzenie nie jest prawdziwe, gdyz a"b" jest jezykiem bezkontekstowym, ale
nie regularny.

Def. 40. Gramatyka (prawostronnie) liniowa, to taka, w ktorej wszystkie produkcje
majy postaé: A —aBlub A —a,dla A,Be NiaeX*

Gramatyka silnie (prawostronnie) linowa, to taka, w ktorej wszystkie produkcje maja
postaé: A —aBlub A—¢,dla A, BENiac€?l. O

Okazuje sie, ze gramatyki liniowe i silnie liniowe opisuja doktadnie klase jezykow regu-
larnych.

Fakt 12. Gramatyki (silnie) liniowe opisujq doktadnie klase jezykow reqularnych.
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Dowéd: Pokazemy, jak gramatyke liniowa przerobi¢ na rownowazng jej gramatyke silnie
liniowg. Nastepnie pokazemy jak mozna gramatyke silnie liniowa przeksztatci¢ na rowno-
wazny jej niedeterministyczny automat skoriczony i vice versa.

Zeby gramatyke liniowa przerobi¢ na liniowa, dla kazdej produkeji postaci (dla k > 1):

A—a...qpB
dodajemy do gramatyki nowe terminale Ay, ..., Ax_1, a samg produkcje zastepujemy pro-
dukcjami:
A — (11141
Al — Ay
Ak,1 — (ZkB

Podobnie, dla kazdej produkeji postaci (dla k > 1):

A—ay...a

dodajemy do gramatyki nowe terminale Ay,..., Ag, a samg produkcje zastepujemy pro-
dukcjami:

A — CL1A1

Al — CLQAQ

A1 —  apAg

A, — ¢
1. Gramatyke liniowg mozna sprowadzi¢ do silnie liniowej.
2. Gramatyke silnie liniowa mozna przerobi¢ na automat niedeterministyczny.
3. Automat niedeterministyczny mozna przerobi¢ na gramatyke silnie liniowg.

W rezultacie uzyskujemy gramatyke akceptujaca ten sam jezyk, ale silnie liniowa.

Zauwazmy, 7e jesli gramatyka jest silnie liniowa (lub liniowa), to w wyprowadzeniu
pojawia sie na raz tylko jeden nieterminal, i to zawsze na samym koncu stowa. Konstru-
ujac niedeterministyczny automat skonczony réwnowazny danej gramatyce silnie liniowe]
opieramy sie na nastepujacej analogii: Miech G = (N, X, P, S) bedzie dana gramatyka
silnie liniowg. Stanami automatu beda nieterminale gramatyki N. Dla kazdego stowa
r € ¥i A€ N, takich, ze S —* A nasz automat po wczytaniu stowa x bedzie mogt
przejs¢ do stanu A. Formalnie konstrukcja naszego automatu M wyglada nastepujagco
M = (N,%,4,S, F), gdzie:

F={A:A—ce€ P}
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oraz:
0(A,a) ={Be N:A—aBe€ P}
Mozna pokaza¢ (przez indukcje po dltugosci stowa), ze:
0"(A,z) ={Be N:A—-"zB}
Stad:
LM) = {z X :0°(S,2)NF #0} =

= {reX :JenvA e (S,2)NAEF} =

= {ze¥ :dyenS =" ANA —-c€ P} =

= {ze¥:5—-"z}=L(G)
Tak wiec faktycznie jezyki generowane przez gramatyki silnie liniowe sa regularne.

Co wiecej, powyzsza konstrukcje mozna odwroci¢. Jesli M = (Q, X, d, s, F') jest danym

niedeterministycznym automatem liniowym, to rownowazna mu gramatyka silnie liniowa
ma posta¢ G = (Q, %, P, s), gdzie P zawiera produkcje postaci:

¢ — ¢ dla geF
g — ap dla pgeQ, acX, pei(ga)

Ponownie mozna pokazaé¢ (przez indukcje po dhugosci stowa), ze:
0"(q,x) ={p € Q:q—" zp}
Stad:
L(G) = {ze¥:s—>"a}=
= {ze¥ :3eps =" 2qNqg—ce€ P} =
= {reX :3,0qed(s,x) Nqe F} =
= {zeX:6(S,2)NF #0} = L(M)

O

Tak wiec dla wszystkich jezykéw regularnych istnieja generujace je gramatyki silnie

liniowe. Tym samym pokazalismy, ze klasa jezykow regularnych zawiera sie $cisle w klasie
jezykow bezkontekstowych.

Przyklad: Rozwazmy automat skoriczony akceptujacy jezyk (ab)* | (aa)*:
a

/2/—b’\@

—(@©
R
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Jest on rownowazny gramatyce silnie liniowej postaci:

S
P
Q
R
T

L

aP|aR|e
bQ)

aP | e
al

aR | e

Oto wyprowadzenie przyktadowego stowa abab:

S — aP — abQ) — abaP — abab() — abab

Jak widaé¢, odpowiada ono doktadnie obliczeniu automatu akceptujacemu stowo abab.
Jesli wystarczy nam, aby gramatyka byta tylko liniowa, to wystarczy mniejsza liczba

nieterminali:

S — abQ | adl | e

Q — abQ e
T — aal |e

A oto wyprowadzenie przykladowego stowa abab:

S — ab) — ababl) — abab

10.5 Podsumowanie

W tym wyktadzie poznaliémy jezyki i gramatyki bezkontekstowe wraz z podstawowymi
zwigzanymi z nimi pojeciami. PokazaliSmy tez, ze klasa jezykow bezkontekstowych zawiera
Scigle w sobie klase jezykow regularnych.

10.6 Skorowidz

¢ BNF — notacja Backusa-Naura, formalizm stuzacy do opisu skladni, oparty na
gramatykach bezkontekstowych. Zobacz tez artykul w Wikipedii.

e Drzewo wyprowadzenia drzewo potwierdzajace, ze dane stowo nalezy do jezyka
generowanego przez dana gramatyke; odzwierciedla réwniez strukture sktadniowsa

stowa.

e Gramatyka bezkontekstowa — formalizm do opisu jezykow.

e Gramatyka liniowa  gramatyka bezkontekstowa, w ktorej wystepuja produkcje
jedynie postaci A — aB lub A — « (dla A,B € N i a € ¥*). Gramatyki liniowe

opisuja jezyki regularne.
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e Gramatyka silnie liniowa — gramatyka bezkontekstowa, w ktorej wystepuja pro-
dukcje jedynie postaci A — aB lub A — ¢ (dla A, B € N ia € ¥). Gramatyki silnie
liniowe opisuja jezyki regularne.

e Jezyk generowany przez gramatyke bezkontekstowa — to jezyk ztozony z
tych stow = € ¥*, ktére mozna wyprowadzi¢ z aksjomatu S, S —* x.

e Wyprowadzenie — cigg stow potwierdzajacy, ze dane stowo nalezy do jezyka ge-
nerowanego przez dang gramatyke.

10.7 Praca domowa

1. Podaj gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk {a"b"™*c* : n.k > 1}. Podaj
drzewo wyprowadzenia dla stowa aabbbbbccc.

2. Podaj liniowa gramatyke generujaca jezyk ab(b* | a*).

10.8 Cwiczenia

1. Dla gramatyki:
S — aB|Ab|SS
A — alaS
B — b|Sb

i stowa aabbab:

e podaj jego wyprowadzenie,
e podaj jego drzewo wyprowadzenia,
e czy jest to gramatyka jednoznaczna (podaj kontrprzyktad, lub krotko uzasad-
nii)?
2. Podaj gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk: {a'b"™?7c¢/}. Narysuj drzewo

wyprowadzenia dla stowa aabbbbbbbbccc.

3. Dla podanej ponizej gramatyki, podaj wyprowadzenie i drzewo wyprowadzenia stowa

baabab.

S — AB|BA
A — a|BBA
B — b| AAB

Czy podana gramatyka jest jednoznaczna (odpowied7 uzasadnij lub podaj kontrprzy-
ktad)?
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4. Dla podanej ponizej gramatyki, podaj wyprowadzenie i drzewo wyprowadzenia stowa

abbabbaa.

S — A|B|AB
A — BA|adA | abaA | aa
B — abbB |e

Czy podana gramatyka jest jednoznaczna (odpowiedz uzasadnij lub podaj kontrprzy-
ktad)?

5. Dla podanej ponizej gramatyki, podaj wyprowadzenie i drzewo wyprowadzenia stowa
abaabb.

S — aSB|ASb|ab
A — Sa|bAA|a
B — bS|BBal|b

Czy podana gramatyka jest jednoznaczna (odpowied7 uzasadnij lub podaj kontrprzy-
ktad)?

6. Podaj gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk:
o {a"b* :n > 1},
o {a*b": k> 2n},
o {a"V* :2n > 3k}.
o {a'bic'},
o {a'Va'b'},
o {a'blallV},
o {a'VcF:i+2-j=k},
o {a'bich:3i=2j+k},
o {a™™:n>2m >0},
o {a"bcFd': n+m=k+1},
o {a"b"cFd . n+1=k+m},
o {a"bcFd': n+k=m+1},
o {zcrev(z): x € {a,b}*},
o {zcy:w,y € {a,b}* ANta(z) = #4(y) },
o {a"b"c*: n+k=2xm},

7. Rozszerz podana w tresci wyktadu gramatyke wyrazen arytmetycznych o unarny
minus. Zapewnij aby byla jednoznaczna. Jak silnie powinien wigzaé¢ unarny minus?
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8. Poda¢ gramatyke generujaca jezyk ztozony z takich wyrazen arytmetycznych sktada-
jacych sie z symboli +, x,0, 1, (, ), ktorych wartos¢ jest wieksza niz 2.

9. Skonstruuj gramatyke bezkontekstowa generujaca jezyk ztozony ze wszystkich stow
nad alfabetem {a, b}*, ktore nie sg palindromami.

10. Dla zadanego automatu/wyrazenia regularnego podaj gramatyki (prawostronnie) li-
niowe / silnie liniowe opisujace odpowiedni jezyk:

e a(a | b)*aa,

e (afab | ba)*) | (b(bb | aa)),

[ J
[ J
a b
—- 112 —
F212 1

11. Podaj gramatyke wyrazen regularnych (nad alfabetem {a,b}).
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Wyktad 11. Posta¢ normalna Chomsky’ego, algorytm
Cocke-Younger’a-Kasami

11.1 Wstep

W tym wyktadzie zajmiemy sie problemem jak efektywnie rozpoznawaé, czy dane stowo
nalezy do jezyka generowanego przez dang gramatyke. W tym celu poznamy najpierw
szczegbdlng postaé gramatyk bezkontekstowych, tzw. postaé normalng Chomsky’ego i do-
wiemy sie jak przeksztatca¢ gramatyki do tej postaci. Nastepnie poznamy dynamiczny
algorytm rozpoznajacy czy dane stowo mozna wyprowadzi¢ w danej gramatyce w postaci
normalnej Chomsky’ego.

11.2 Postaé¢ normalna Chomsky’ego

Def. 41. Powiemy, ze gramatyka jest w postaci normalnej Chomsky’ego, jesli wszystkie
produkcje w gramatyce sa postaci: A — BC lub A — a (dla pewnych nieterminali A, B i
C oraz terminala a). O

Zauwazmy, ze jeSli gramatyka jest w postaci normalnej Chomsky’ego, to kazda pro-
dukcja przeksztalca jeden nieterminal na dwa nieterminale, lub jeden nieterminal na jeden
nieterminal. Ulatwia to rozstrzygniecie, czy dane stowo z da sie wyprowadzi¢ w danej
gramatyce — wiadomo, ze w takim wyprowadzeniu || — 1 razy nalezy zastosowaé pro-
dukcje przeksztatcajace nieterminal na dwa nieterminale i |z| razy zastosowaé¢ produkcje
przeksztatcajace nieterminal na terminal.

Podstawowe pytanie, jakie mozna sobie zada¢ brzmi: czy dla kazdego jezyka bezkontek-
stowego istnieje generujaca go gramatyka w postaci normalnej Chomsky’ego? Odpowiedz
brzmi: nie. Zauwazmy, ze zastosowanie dowolnej produkcji nie zmniejsza liczby symboli.
Poniewaz zaczynamy od stowa zlozonego z jednego symbolu (aksjomatu), wiec nigdy nie
uzyskamy stowa pustego. Jesli wiec jezyk A jest bezkontekstowy i ¢ € A, to A nie jest
generowany przez zadng gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego.

Na szczescie stowo puste jest jedynym elementem, ktorego nie mozemy uzyskaé roz-
wazajac gramatyki w postaci normalnej Chomsky’ego. Jezeli dopuscimy, aby stowo puste
znikneto z jezyka generowanego przez gramatyke, to kazda gramatyke mozna przeksztalcié
do postaci normalnej Chomsky’ego.

Fakt 13. Dla dowolnej gramatyki bezkontekstowej G istnieje taka gramatyka bezkontek-
stowa w postaci normalnej Chomsky’ego G', ze L(G') = L(G) \ {¢}.

Dowéd: Niech G = (N, %, P, S). Konstrukcja gramatyki G’ przebiega w kilku krokach:

1. Niech gramatyka G; = (V, X, Py, S) bedzie gramatyka powstala z G przez domkniecie
zbioru produkeji zgodnie z nastepujacymi dwiema regutami:
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e Jedli mamy produkcje postaci X — aYF 1Y — e (dla X,YinN i o, €
(N UX)*), to dodajemy produkcje X — af. Tak dodana produkcja realizuje w
jednym kroku to, co mozna byto zrobi¢ w dwoch krokach: X — aY [ — af3.

e Jesli mamy produkeje postaci X — Y iY — v (dla X, YinN iy € (NUX)*), to
dodajemy produkcje X — ~. Tak dodana produkcja realizuje w jednym kroku
to, co mozna byto zrobi¢ w dwoch krokach: X — Y — ~.

Stosowanie powyzszych regul powtarzamy tak dtugo, jak dlugo wprowadzaja one
jakiekolwiek nowe produkcje. Poniewaz dodawane produkcje nie sa dtuzsze od juz
istniejacych, wiec caly proces doda tylko ograniczong liczbe produkcji i w pewnym
momencie sie zakonczy.

Zauwazmy, ze L(G1) = L(G), gdyz dodawane produkcje nie pozwalaja wyprowadzic
niczego, czego i tak nie daloby sie wczesniej wyprowadzié.

. Dla dowolnego stowa z x € L(G;), x # € rozwazymy jego najkrotsze wyprowadzenie.
W takim wyprowadzeniu nie bedg sie pojawiaty produkcje postaci X — ani X — Y.
Niech G5 bedzie gramatyka powstaly z G, przez usuniecie tych produkcji, Gy =
(N, X, P, S), gdrie

Po=P\{X —-,X->Y :X)YeN}

Woéwcezas:

L(Gy) = L(Gy) \ {e} = L(G) \ {e}

. Gramatyka G3 powstaje z GG, przez dodanie do niej, dla kazdego terminala a, b, c,- - - €
N, odpowiadajacego mu nowego nieterminala (A, B, C,...), oraz produkcji: A — a,
B — b, C — ¢, .... We wszystkich pozostalych produkcjach X — «, gdzie |a] > 1,
zamieniamy wszystkie terminale na odpowiadajace im nieterminale. Nie zmienia to
jezyka generowanego przez gramatyke:

L(G3) = L(G2) = L(G) \ {e}

Natomiast w ten sposob w (G5 mamy tylko dwa rodzaje produkcji: X — a gdzie a
jest terminalem, oraz X — Y1Y,...Y} gdzie Y; to nieterminale i k > 1.

. Gramatyka G4 powstaje z G5 przez zastapienie kazdej produkcji postaci X — Y1Y5... Y,
(dla k > 2) przez zestaw produkcji:

X — YX;
X1 — Y5X,

Xi2 — Y1V
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gdzie X1, Xo, ..., Xj_o to nowe nieterminale dodane do G4. Tak uzyskana grama-
tyka generuje doktadnie ten sam jezyk — jedyne co sie zmienito to to, ze zamiast
zastosowania jednej produkcji, trzeba ich zastosowaé kilka,

L(G4) = L(Gs) = L(G) \ {e}

Natomiast G, jest juz w postaci normalnej Chomsky’ego. O

Przyklad: Zobaczmy, jak powyzszy algorytm dziala na przyktadzie gramatyki generu-
jacej jezyk {a"b" :n > 0}.
S —aSh|e

Pierwszy krok powoduje dodanie produkcji S — ab:
S —aSb|ab|e
W drugim kroku usuwamy produkcje S — .
S — aSh | ab

W trzecim kroku dodajemy nieterminale A i B, zastepujemy nimi w istniejacych produk-
cjach terminale a i b, oraz dodajemy produkcje A —ai B — b.

S — ASB|AB
A — a
B — b

W ostatnim kroku algorytmu rozbijamy produkcje S — ASB na dwie produkcje.

S — AX | AB
X — SB

A —

B — b

Tak uzyskana gramatyka jest w postaci normalnej Chomsky’ego. Na przyktad, wyprowa-
dzenie stowa aaabbb ma postac:

S — AX — ASB — aSB — aSb —
— aAXb— aASBb — aaSBb — aaSbb —
—  baABbb — aaaBbb — aaabbb
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Przyklad: Zobaczmy, jak powyzszy algorytm dziala na przyktadzie gramatyki generu-
jacej wyrazenia nawiasowe.

S —[S]|SS|e
Pierwszy krok powoduje dodanie produkeji: S — |1 S — S:
S—I[SHIISS[S]e
W drugim kroku usuwamy produkcje S — i S — S.

S—=I[STII1SS

W trzecim kroku dodajemy nieterminale L i P, zastepujemy nimi w istniejacych produk-
cjach odpowiednio terminale [ i |, oraz dodajemy produkcje L — [i P —].

S — LSP|LP|SS
L — |
P — ]

W ostatnim kroku algorytmu rozbijamy produkcje S — LSP na dwie produkcje.

S — LX|LP|SS
X — SP
L — ]
P o— ]
Tak uzyskana gramatyka jest w postaci normalnej Chomsky’ego. Na przyktad, wyprowa-
dzenie stowa [[][[]]] w tej gramatyce ma posta¢:
S — LX —LSP—[SP—|[S]—
— [95] = [LPS] = [[PS] — [[]5] —
— [[LX] = [[LSP] — [[ISP] — [I[ST] —
— (UILP]] = [0IP] — (1]

11.3 Algorytm rozpoznawania Cocke-Younger’a-Kasami (CYK)

Algorytm CYK pozwala stwierdzi¢, czy dane stowo jest wyprowadzalne w danej grama-
tyce (w postaci normalnej Chomsky’ego). Jedli gramatyka nie jest w postaci normalnej
Chomsky’ego, to mozna ja sprowadzi¢ do tej postaci zgodnie z opisana wyzej konstrukcjg.

Tak jak to zwykle bywa w programowaniu dynamicznym, zeby rozwigzac¢ dany problem
musimy go najpierw uog6lni¢ i zamiast szuka¢ odpowiedzi na jedno pytanie, znajdziemy
odpowiedzi na cale mnostwo powigzanych ze soba pytan.
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Niech G = (N, %, P, S) bedzie dana gramatyka w postaci normalnej Chomsky’ego, a
dane stowo x € X* bedzie postaci * = ajas...a,. Dla kazdej pary indeksow 1 <1 < 5 <
n wyznaczymy wszystkie takie nieterminale X, 7z ktorych mozna wyprowadzi¢ podstowo
a; . . .a;. Dokladniej, wypelnimy tablice:

T[laj]:{XGNX—)* CLZ‘...CLj}

Gdy juz bedziemy mieli obliczong tablice T, to stowo x mozna wyprowadzi¢ w gramatyce
G wtw., gdy S € T[1,n].
W jaki spos6b mozemy wypetniaé te tablice?

e Zaczynamy od przekatnej. T[i,i] to zbior nieterminali, z ktorych mozna wyprowa-
dzié¢ a;. Jednak takie wyprowadzenie moze sktadaé sie tylko z zastosowania jednej
produkcji zastepujacej nieterminal terminalem:

Tli,i] = {X : X — a; € P}

e Nastepnie wypelniamy kolejne przy-przekatne. Zauwazmy, ze jezeli X —* a;...a;,
1 < j, to wyprowadzenie to musi mie¢ postaé: X — Y2, Y —* a;...ax, 4 —F
k41 - - - aj, dla pewnego k, 1 < k < j.

Pomocna nam bedzie nastepujaca operacja na zbiorach nieterminali, kt6ra na podsta-
wie zbioru wszystkich mozliwych Y-6w i Z-6w wyznacza zbiér wszystkich mozliwych
X-ow:

AB={X:X—>YZePYecAZecB}
Operacja ® moze by¢ skomplikowana, ale zauwazmy, ze jej koszt jest staly (tzn.
zalezy od gramatyki, ale nie od dlugosci stowa ).

Obliczajac T'[7, j] uwzgledniamy wszystkie mozliwe punkty podziatu k podstowa a; . . . a;:

Tl )= |J Tl kK @Tk+1,]]

i<k<j

Tablica ma rozmiar ©(n?) przy czym aby wypelni¢ jeden element tablicy trzeba wykona¢
liniowa liczbe operacji ®, tak wiec ztozonosé czasowa tego algorytmu to ©(n?).

Przyklad: Rozwazmy gramatyke w postaci normalnej Chomsky’ego:

S — SS|AB
A — AS|AA|a
B — SB|BB|b

100



oraz stowo aabbab. Algorytm CYK da nam w wyniku nastepujaca tablice T":

1 2 3 4 5 6
\[ATAJASTA B,STA[AS
2o Al S | BS = S
3 B B | = =
4 B |- =
5 Al S
6 B

Jezeli sprobujemy odtworzy¢ skad w T[1, 6] wzielo sie S, to uzyskamy informacje o drzewach
wyprowadzenia badanego stowa. Ponizej podano przyktadowe drzewo wyprowadzenia i
zaznaczono odpowiadajace mu nieterminale w tablicy 7.

1 2 3 4 5 6
1[A[A[AS[ABS[A[AS
P A S [ BS || S
3 B B | —| -
4 B |- | -
5 INEE
6 B

_ \S
e

/
/

11.4 Podsumowanie

W tym wyktadzie poznaliémy postaé¢ normalng Chomsky’ego gramatyk bezkontekstowych
i pokazalismy, 7e kazda gramatyke bezkontekstowa mozna sprowadzi¢ do tej postaci (7
dokltadnoscia do akceptowania stowa pustego €). Poznalismy tez algorytm CKY rozpozna-
jacy, czy dane stowo nalezy do jezyka generowanego przez dana gramatyke bezkontekstowa
w postaci normalnej Chomsky’ego.
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11.5 Skorowidz

e Postaé¢ normalna Chomsky’ego taka posta¢ gramatyk bezkontekstowych, w
ktorej gramatyka moze zawiera¢ tylko produkcje postaci: A — BC lub A — a (dla
pewnych nieterminali A, B i C oraz terminala a). Zobacz tez artykul w Wikipedii.

e Algorytm CYK  algorytm rozpoznawania czy dane stowo jest wyprowadzalne w
danej gramatyce w postaci normalnej Chomsky’ego. Zobacz tez artykut w Wikipedii.
11.6 Praca domowa

1. Sprowadz do postaci normalnej Chomsky’ego nastepujaca gramatyke bezkontekstowa:

S — ablba|T
T — SS|aSb|bSa

2. Dla podanej gramatyki bezkontekstowych w postaci normalnej Chomsky’ego i stowa
abaabb zasymuluj dziatanie algorytmu CYK. Podaj zawartosé tablicy T oraz przy-
ktadowe drzewo wyprowadzenia.

S — SS|AB
A — AAla
B — BBH)
11.7 Cwiczenia

1. Sprowadz do postaci normalnej Chomsky’ego nastepujace gramatyki bezkontekstowe:

S — aSb|cS|Sc|T
T — abl|c

S — aSc|B
B — bBc|e

X — aXa|Y
Y — Ye|bX |a
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X — aXYD|Y
Y — e|cY

S — Y|aY |bbY
Y — ¢|cS

S — yY |zaSy | YSY | zy
X — Y]zYX e
Y — X |yX|e

S — aSbb| ASB| B |e
A — ABA|a]|e
B — aB|bA|S|a

S — PSP|qqSq|Qlqqle

P — pQplzY |plg
Q — QP|PQ|S]|e

S — mSnn|mNm|m|e
M — MN|NM|N
N — mM|nM|M|e
2. Dla kazdej z ponizszych gramatyk bezkontekstowych w postaci normalnej Chom-
sky’ego zasymuluj dziatanie algorytmu CYK dla podanego stowa. Czy podane stowo

faktycznie mozna wyprowadzi¢ w podanej gramatyce? Jesli tak, to podaj przykta-
dowe drzewo wyprowadzenia.

e aabbbab

S — AB‘AA
A — SS|BB|a
B — SB|AS|b
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aabaaab

aaaaaba.

aabbaba

aacacab

QW= »n

L

!

Ll

!

Ll

l

L
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BB | AA
AS | BS |a
BA|SB|b

SS | AA
AS | SB | a
AB | BB | b

SS | BB
SA|BS |a
BA| AA|b

AC | CB | AB
a| AA| AC
b| BB|CB
c|CB|CC



Wyktad 12. Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkon-
tekstowych

12.1 Wstep

Okazuje sie, ze nie kazdy jezyk jest bezkontekstowy. Poznamy w tym wyktadzie lemat o
pompowaniu dla jezykow bezkontekstowych. Podobnie jak w przypadku lematu o pompo-
waniu dla jezykow regularnych, jest to narzedzie umozliwiajace wykazanie, ze dany jezyk
nie jest bezkontekstowy.

12.2 Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych

Niech A bedzie jezykiem bezkontekstowym. Jezeli A zawiera dowolnie dlugie stowa, to
okazuje sie, ze drzewach wyprowadzen tych sléw musza istnie¢ fragmenty, ktore mozna
powielaé¢. Ich powielanie ,pompuje” stowa nalezace do jezyka.

Tw. 4 (lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych). Niech A bedzie jezykiem
bezkontekstowym. Istnieje wowczas taka stata k > 0, zZe dla kazdego stowa z € A o dlugosci
|z| > k mozna to stowo podzieli¢ na pieé¢ czeSci: z = wvwzy w taki sposob, ze: vr # e,
lvwzx| < k oraz dla kazdego i > 0 mamy uv'wzx'y € A.

Dowo6d: Jesli jezyk A jest bezkontekstowy, to istnieje opisujaca go gramatyka bezkontek-
stowa. Zauwazmy, ze nie ma znaczenia, czy € € A (gdyz k > 0). Zal6zmy wiec, 7e ¢ € A.
Dzieki temu mozemy zalozy¢, ze istnieje gramatyka bezkontekstowa w postaci normalne]
Chomsky’ego G = (N, %, P, S) generujaca jezyk A, L(G) = A.

Zauwazmy, ze drzewa wyprowadzen dla gramatyk w postaci normalnej Chomsky’ego
maja postac regularnych drzew binarnych 7z ,fredzelkami” dtugosci 1. Produkcje przeksztat-
cajace nieterminal na dwa nieterminale daja wezty wewnetrzne o dwoch synach. Natomiast
produkcje przeksztalcajace nieterminal na terminal odpowiadajg ojcom lisci  kazdy ojciec
lidcia ma tylko jednego syna.

Zachodzi nastepujacy fakt:

Fakt 14. Jesli drzewo wyprowadzenia ma wysoko$é h, to diugosé wyprowadzanego stowa
nie przekracza 21,

Dowdd faktu: Niech x bedzie wyprowadzanym stowem. Dowdd przebiega przez indukcje
po wysokosci drzewa wyprowadzenia h:

1. Jeslih=1,to |z| =1=2"=2""1

2. Jesli h > 1, to mozna podzieli¢ x na dwa takie stowa y i z, x = yz, ze wyprowadzenie
x wyglada nastepujaco:
S—YZ

AN
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dla pewnych Y, Z € N. Poddrzewa wyprowadzenia y z Y i z z Z maja wysokos$¢ co
najwyzej h — 1. Tak wiec, z zalozenia indukcyjnego mamy:

2| = |oy| = 2| + [y < 272 +2"72 = 2"

Na mocy zasady indukcji uzyskujemy lemat. O

Niech |N| = n. Pokazemy, ze mozna wzia¢ k = 2". Z powyzszego faktu wynika, ze jezeli
pewne stowo z € A ma dhugoé¢ przynajmniej k = 2", to jego drzewo wyprowadzenia ma
wysoko$é¢ przynajmniej n + 1. W takim drzewie wyprowadzenia istnieje Sciezka, na ktorej
jest przynajmniej n + 1 nieterminali. Wybierzmy i ustalmy jedna taka Sciezke. Na takiej
Sciezce pewien nieterminal musi sie powtarzaé. Niech X bedzie pierwszym nieterminalem,
ktory powtarza sie na tej Sciezce idac do gory (od liscia do korzenia). Jego powtorzenia
wyznaczaja podzial stowa z na stowa u, v, w, z i1y, vvwxry = 2z, w sposéb przedstawiony
na rysunku.

Drzewo wyprowadzenia jest regularne, a oba zaznaczone na rysunku wystapienia nietermi-
nala X to rézne wezly drzewa. Wynika stad, ze v i x nie moga by¢ oba pustymi stowami.
Czyli v # €.

Poniewaz X jest pierwszym terminalem, ktory powtarza sie na wybranej Sciezce idac
od liscia do korzenia, wiec poddrzewo wyprowadzenia vwz 7z X jest wysokosci co najwyzej
n+ 1. Stad |vwzx| < 2" = k.

Nieterminal X wystepuje (przynajmniej) w dwoch miejscach na $ciezce. Zauwazmy, ze
mozemy powiela¢ fragment drzewa wyprowadzenia miedzy pierwszym i drugim wystapie-
niem nieterminala X na wybranej $ciezce, z ktorego pochodza stowa v i x.
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Jak widaé¢, powielajac 6w fragment drzewa ¢ razy uzyskujemy drzewo wyprowadzenia stowa
w'waly. Czyli wiwsly € A. O

12.3 Zastosowanie lematu o pompowaniu

Lemat o pompowaniu shuzy pokazywaniu, ze okreslone jezyki nie sg bezkontekstowe.
Schemat takiego dowodu przebiega nie wprost. Lemat o pompowaniu ma posta¢ impli-
kacji: jesli jezyk jest bezkontekstowy, to ma pewne wlasnosci. Dowod, ze jezyk nie jest
bezkontekstowy przebiega wedlug schematu: skoro dany jezyk nie posiada tych wtasnodci,
to nie moze by¢ bezkontekstowy. MySslac o takim zastosowaniu, mozemy odwrocié lemat o
pompowaniu:

Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych— sformulowanie alterna-
tywne: Niech A bedzie jezykiem. Jesli dla kazdego k > 0 istnieje takie stowo z, 7e |z| > k
oraz dla dowolnego podziatu stowa z na stowa u, v, w, z i y, uvwzy = z takiego, 7e vx # ¢
i lvwzx| < k istnieje takie i > 0, ze uwv'wz'y € A, wowezas A nie jest bezkontekstowy.

Nawet w postaci odwrdconej lemat o pompowaniu jest trudny do zrozumienia, gdyz
mamy tu do czynienia z czterema poziomami zagniezdzonych naprzemiennych kwantyfika-
torow uniwersalnych i egzystencjalnych. Takie zagniezdzenie naprzemiennych kwantyfika-
torow mozemy sobie wyobrazié¢ jako ruchy dwoch graczy  gracze na przemian wskazuja
jakie wartosci powinny przyja¢ zmienne spod kwantyfikatorow, jeden gracz spod uniwer-
salnych, a drugi spod egzystencjalnych. Pierwszy gracz stara sie pokazaé¢, ze dany jezyk
jest bezkontekstowy, a drugi, ze nie. O wygranej decyduje, czy dla wybranych wartosci
zmiennych zachodzi wlasnoé¢ objeta kwantyfikatorami. Gra jest skorficzona, wiec jeden z
graczy ma strategie wygrywajacg. W zaleznosci od tego, ktory z graczy to jest, jezyk moze
by¢ bezkontekstowy lub nie.

Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych — gra z Demonem: Pro-
wadzimy z Demonem gre. Staramy sie pokazaé, ze jezyk nie jest bezkontekstowy, a Demon
stara sie pokazac, ze jezyk mimo wszystko jest bezkontekstowy. Zasady gry sa nastepujace:
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1. Demon wybiera k& > 0. (Jesli A jest faktycznie bezkontekstowy, to Demon moze
wybra¢ za k = 2IV)

2. Wybieramy takie stowo z € A, ze |z| > k.

3. Demon dzieli z na takie stowa u,v,w,z,y, vowzy = z, ze v # € i |vwz| < k.
(Jesli A jest faktycznie bezkontekstowy, to moze to byé¢ podzial wyznaczony przez
powtarzajacy sie nieterminal na pewnej $ciezce od liscia do korzenia.)

4. Wybieramy ¢ > 0.

Jesli uwviwaly € A, to wygralismy, wpp. wygral Demon.

Oryginalne sformutowanie lematu o pompowaniu mowi, ze jezeli jezyk jest bezkontek-
stowy, to Demon ma strategie wygrywajacg. Natomiast odwrotne sformutowanie mowi, ze
jezeli my mamy strategie wygrywajaca, to jezyk nie jest bezkontekstowy. Pamietajmy, ze
lemat o pompowaniu nie stuzy do pokazywania, ze jezyk jest bezkontekstowy. Nie zawsze
pozwala on na pokazanie, ze jezyk, ktory nie jest bezkontekstowy faktycznie taki nie jest
— istnieja jezyki, ktore nie sg bezkontekstowe i spetniajg lemat o pompowaniu.

Przyklad: Standardowym przyktadem jezyka, ktory nie jest bezkontekstowy to A =
{a™"c" : n > 0}. Udowodnimy to korzystajac z lematu o pompowaniu sformutowanego
jako gra z Demonem. Nasza strategia wyglada nastepujaco:

e Demon wybiera k.
e Wybieramy stowo z = a*b¥*ct.
e Demon dzieli stowo 2z = uvwzy.

e Wybieramy ¢ = 2.

Wiemy, 7e [vwzx| < ki vr # e. Tak wiec stowa v i  moga zawiera¢ jeden rodzaj znakow
lub dwa, ale nie wszystkie trzy. Czyli nie moze zachodzi¢ #,(uv'wa'y) = #,(uv'wz'y) =
#.(uv'wz'y). Stad wynika, ze uv'wz'y € A.

Tak wiec powyzsza strategia jest wygrywajaca, czyli A nie jest bezkontekstowy. O

Przyklad: Pokazemy, 7e jezyk B = {a'b’a’VV : 1,7 > 0} nie jest bezkontekstowy. Nasza
strategia wyglada nastepujaco:

e Demon wybiera k.
e Wybieramy stowo z = a*b¥a*bF.
e Demon dzieli stowo 2z = uvwzy.

e Wybieramy ¢ = 2.
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Wiemy, ze |[vwz| < ki vx # €. Mozliwe sa trzy przypadki:

Jezeli stowo v lub x nie jest w catosci zbudowane z jednego rodzaju znakow, to uviwaty &
L(a*b*a*b*) i tym samym wv'wa'y & B.

Jezeli stowa v i x sa zbudowane w caltosci 7 tych samych znakow, to znaczy ze oba
pochodza z tego samego podstowa postaci a* lub b*. Ale wowcezas uviwz'y € B.

Pozostaje jeszcze przypadek, gdy stowo v jest w calodci ztozone z liter a, a x z liter b
(lub odwrotnie). Wowczas jednak réwniez uviwz'y ¢ B.

Tak wiec powyzsza strategia jest wygrywajaca, czyli B nie jest bezkontekstowy. O

12.4 Inne metody dowodzenia niebezkontekstowos$ci jezykéw

Zachodzi nastepujacy fakt, ktoérego nie bedziemy teraz dowodzié:

Fakt 15. Przeciecie jezyka bezkontekstowego i reqularnego jest bezkontekstowe.
Zachodzi tez inny fakt:

Fakt 16. Suma jezykow bezkontekstowych jest bezkontekstowa.

Dowdd: Jezeli Ai B sa jezykami bezkontekstowymi, to istnieja generujace je gramatyki
Ga = (N, X, Py, S4) i Ggp = (Np, %, Pg,Sg). Co wiecej, mozemy zalozy¢, 7e gramatyki
te maja rozlaczne zbiory nieterminali Ny N Ng = (). Niech S bedzie nowym symbolem
nieterminalnym nie wystepujacym ani w G4, ani w Gg. Wowcezas gramatyka:

G = (N4UNzU{S},%, PyU Py, S)

generuje jezyk AU B. O

Korzystajac z tych faktéw mozemy pokazywaé nie wprost, ze jezyki nie sa bezkontek-
stowe. Schemat rozumowania jest nastepujacy: Zakladamy, ze dany jezyk jest bezkontek-
stowy. 7 powyzszych faktow wynika, ze jaki§ inny jezyk, ktory nie jest bezkontekstowy,
musiatby taki by¢. A wiec uprzednie zalozenie musiato by¢ falszywe. Stad dany jezyk nie
jest bezkontekstowy.

Przyklad: Pokazemy, 7e jezyk C = {ww : w € {a,b}*} nie jest bezkontekstowy. Za-
t6zmy przeciwnie, ze jest. Wowczas:

C N L(a*b*a*b*) = {a'¥a't’ 14,7 >0} = B

Wiemy wszak, ze B nie jest bezkontekstowy, a wiec C' tez nie moze by¢. O
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12.5 Podsumowanie

Wyktad ten byt poswiecony przede wszystkim lematowi o pompowaniu dla jezykow bez-
kontekstowych. Poznali$émy trzy rownowazne sformulowania tego lematu, oraz przyktady
jego zastosowania do wykazywania, ze okre$lone jezyki nie sa bezkontekstowe. PoznaliSmy
tez metode wykazywania, ze dane jezyki nie sg bezkontekstowe, w oparciu o wlasnosci
klasy jezykéw bezkontekstowych.

12.6 Skorowidz

e Lemat o pompowaniu dla jezykéw bezkontekstowych mowi, ze dla kazdego
jezyka bezkontekstowego, kazde dostatecznie dtugie stowo w tym jezyku mozna ,pom-
powa¢” (w dwoch miejscach rownoczesnie) dowolnie je wydhuzajac. Wykazywanie
braku tej wlasnodci jest metoda pokazywania, ze dany jezyk nie jest bezkontekstowy.

e Graz Demonem alternatywne sformutowanie lematu o pompowaniu dla jezykow
bezkontekstowych jako gry.

12.7 Praca domowa
1. Udowodnij, 7e jezyk D = {a® :i > 0} nie jest bezkontekstowy.

2. Dla kazdego z ponizszych jezykow okresl, czy jest on: (i) regularny, (ii) bezkontek-
stowy, ale nie regularny, (iii) nie jest bezkontekstowy:

o {a'bicF:2i+ 5=k},

o {a'VcF i+ j+k=42},

o {wedabc}:da(w) =(w) = #e(w)},
o {a'VcF:i+2j=kV3i+j=2k},

e {a” :n>0}.

12.8 Cwiczenia

e Udowodnij, ze nastepujace jezyki nie sa bezkontekstowe:
— {a” :n >0},
— {a'Vick k=1i-j},
— {a? : p jest liczba Fibonacciego},

— {w € {a,b,c,d} : #.(w) = #p(w) A #c(w) = #4(w)},
— {a™™ :n > 0}.

e Dla kazdego z ponizszych jezykow okresl, czy jest on: (i) regularny, (ii) bezkontek-
stowy, ale nie regularny, (iii) nie jest bezkontekstowy:
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— {a'Vick : 3i = 25 + k},

— {a'V : i+ j = k* dla pewnego k > 0},
— {a'b'c i < 42},

— {awbwye : wy,we € {a, b, c}*},

— {a'V i > j},

— {a'V i # j},

— {awbwe : w € {a,b,c}*},

— {a'V : i+ 25 = 42},

— {a'tick i j = 2F},

— {a'Vick i j-k =6}
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Wyktad 13. Automaty stosowe

13.1 Wstep

W tym wyktadzie poznamy model obliczenn odpowiadajacy gramatykom bezkontekstowym
(tak jak automaty skonczone odpowiadaly wzorcom). Ten model, to automaty stosowe.
Automaty stosowe mozemy sobie wyobrazié¢ jako automaty skonczone wyposazone w do-
datkowa nieograniczong pamieé, ale dziatajaca na zasadzie stosu.

%
%

@ Automat

-

To znaczy, na wierzch stosu mozna zawsze wlozy¢ nowy element. Jesli stos nie jest pusty,
to mozna zawsze zobaczy¢ jaki element jest na wierzchu i ew. zdjaé¢ ten element. Nie mozna
natomiast oglada¢ ani wyjmowac elementéw z wnetrza stosu.

Zobaczymy na przyktadach jak mozna konstruowaé automaty stosowe i pokazemy, ze
faktycznie ich sita wyrazu jest taka sama jak gramatyk bezkontekstowych.

Pod wrzgledem sily wyrazu automaty stosowe sa tez rownowazne imperatywnym jezy-
kom programowania bez plikow (pomocniczych) dynamicznych struktur danych, wskazni-
kow i parametrow proceduralnych. Przy tych ograniczeniach dane globalne w programie sa
stalego rozmiaru, a danych dynamicznych nie ma. Mozna korzystaé¢ z rekurencji i nie ma
ograniczenia na rozmiar stosu, jednak wielko$¢ danych zwigzanych z kazdym poziomem re-
kurencji jest ograniczona przez stala i nie ma mozliwosci wyciggania danych z glebi stosu.
Jak zobaczymy doktadnie odpowiada to automatom stosowym.

13.2 Automaty stosowe

Automat stosowy, podobnie jak automat skonczony, ma skoriczony zbior stanow i stan
poczatkowy. Dodatkowo jest on wyposazony w stos, na ktory moze wkladaé elementy,
podgladaé element znajdujacy sie na wierzchu i zdejmowacé elementy. Przejécia automatu
stosowego sg troche bardziej skomplikowane niz przejscia w automacie skonczonym, gdyz
oprocz wezytywania znakow z wejscia i zmiany stanéw obejmuja rowniez operacje na stosie.
Automat taki moze by¢ niedeterministyczny i moze zawieraé¢ e-przejscia, tzn. wykonaniu
przejScia nie musi towarzyszy¢ wezytanie znaku z wejécia. Natomiast przedstawione tutaj
automaty stosowe beda pozbawione standéw akceptujacych — automat bedzie sygnalizowat
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akceptacje wejscia oprézniajac stos'?.

Chcac opisaé¢ dzialanie automatéw stosowych musimy wprowadzié pojecie konfiguracyi.
Konfiguracja bedzie obejmowaé¢ stan automatu (ze skoriczonego zbioru stanow), zawar-
tos¢ stosu i pozostate do wezytania wejscie. Automat stosowy w jednym kroku obliczen
wykonuje nastepujace czynnosci:

1. Podglada znak czekajacy na wczytanie na wejsciu.

2. Podglada element na wierzchotku stosu.

3. Na podstawie tych informacji wybiera jedno z przej$¢ do wykonania.
4. Jesli to nie jest e-przejscie, to wezytywany jest jeden znak 7z wejscia.
5. Zdejmowany jest element z wierzchotku stosu.

6. Pewna liczba okreslonych elementéw moze byé wlozona na stos.

7. Zgodnie 7 przejSciem zmieniany jest stan.

Moze wydawaé sie nienaturalne, ze w kazdym kroku zdejmujemy element z wierzchotka
stosu. Jednak dzieki temu, opisany powyzej krok automatu jest na tyle elastyczny, ze
moze zdejmowacé elementy ze stosu, wktada¢ nowe, podmieniaé¢ element na wierzchotku
lub nie zmienia¢ stosu. Jezeli chcemy zdja¢ element z wierzchotku stosu, to wystarczy, ze
nie bedziemy nic wktadac¢. Jezeli chcemy podmienié¢ element na wierzchotku, to wystarczy,
ze wlozymy jeden element, ktory zastapi element zdjety z wierzchotka. Jezeli chcemy
wlozy¢ elementy na stos, to wktadamy na stos wtasnie zdjety element, wraz z elementami,
ktore maja by¢ umieszczone na stosie. Jesli nie chcemy zmieniaé zawartosci stosu, to po
prostu wktadamy doktadnie ten sam element, ktory wtagnie zostal zdjety. Mozemy wlozy¢é
na stos kilka elementéw w jednym kroku, ale niestety nie mozemy w jednym kroku zdjaé
wiecej niz jeden element.

Zauwazmy, ze powyzszy schemat postepowania wymaga, zeby stos nie byt pusty. Inaczej
nie ma czego podgladaé¢ ani zdejmowac ze stosu. Dlatego tez, w momencie uruchomienia
automatu stos nie jest pusty. Zawiera jeden wyrdzniony element, ktory bedziemy nazywacé
,pinezka” i oznaczaé przez L. Jak tylko stos zostaje oprézniony, automat zatrzymuje sie i
dalsze jego dzialanie nie jest mozliwe. Jezeli automat zatrzymuje sie z pustym stosem po
wczytaniu calego stowa 7 wejscia, to przyjmujemy, ze stowo to zostato zaakceptowane.

Zanim formalnie zdefiniujemy automaty stosowe i akceptowane przez nie jezyki, zo-
baczmy prosty nieformalny przyktad:

13W literaturze mozna spotkaé trzy rézne definicje, wzajemnie réwnowaznych automatéw stosowych: ak-
ceptujacych pustym stosem, akceptujacych stanem i akceptujacych pustym stosem i stanem réwnoczesdnie.
Tutaj przedstawiamy najprostszy z tych rodzajow automatéw stosowych — akceptujace pustym stosem.
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Przyktad: Zbudujemy automat akceptujacy stowa postaci a”b”, dlan > 0. Automat taki
bedzie mial dwa stany, s1i ¢, przy czym s bedzie stanem poczatkowym. Na stosie bedziemy
trzymacé¢ dwa rodzaje elementow: 1 i A. Bedgc w stanie s automat ma dwa przejscia do
wyboru: moze wezytaé 7z wejscia znak a i wlozy¢ na stos A, lub nic nie wezytywaé, ani
nie zmienia¢ zawartodci stosu i przejs¢ do stanu g. W stanie ¢ automat ma réwniez dwa
przejécia do wyboru: jezeli na wejéciu czeka na wezytanie znak b i na wierzchotku stosu
jest A, to moze wezytaé¢ z wejscia b i zdjaé ze stosu A. Jezeli natomiast na wierzchotku
stosu jest L, to automat moze zdjac¢ ze stosu L i tym samym zakoniczy¢ dziatanie.

Jedyna mozliwo$¢, zeby zaakceptowac stowo wyglada tak: Automat wezytuje sekwencje
a™ i umieszcza na stosie A”. Nastepnie przechodzi do stanu ¢ i wezytuje znaki b zdejmujac
ze stosu A. Jednych i drugich musi by¢ tyle samo, czyli wezytana zostaje sekwencja b™.
Po wezytaniu tej sekwencji odstania sie L i jest zdejmowana ze stosu. Jezeli automat ma
zaakceptowaé stowo, to musi ono by¢ w tym momencie cate wezytane, czyli byto to stowo
a™b".

Ponizszy diagram przedstawia obliczenie akceptujace stowo aaabbb. Wida¢ na nim
kolejne zawartosci stosu i stany, w ktorych jest automat.

A

=
w [

w [ o
w [
o e

) (RN

=
= o
< | =

Def. 42. Automat stosowy to dowolna taka piatka M = (Q, %, T, 4, s), w ktorej:

() to skonczony zbior stanow,

Y. to (skonczony) alfabet wejsciowy,

' to (skonczony) alfabet stosowy,

d to relacja przejscia, 6 C (Q x I' x (XU {e})) x (@ x T'*); okresla ona dla danego
aktualnego stanu, znaku na wierzchotku stosu i znaku czekajacego na wezytanie (lub
¢ jezeli nic nie jest wezytywane), do jakiego stanu nalezy przej$é i co nalezy wlozyé
na stos (uprzednio zdjawszy element 7z wierzchotka stosu),

s € () to stan poczatkowy,

e | c I tosymbol poczatkowy na stosie, tzw. ,pinezka”.
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Notacja: W przypadku automatow stosowych, przedstawienie przejé¢ w postaci dia-
gramu nie jest czytelne. Nie bedziemy jednak pisac:

0 =A{((s,a,A), (s, AA)),((s,a,L),(s,AL)),...}

jakby wynikato z definicji, gdyz byloby to zupelnie nieczytelne. Zamiast tego bedziemy
przedstawia¢ przejscia jako reguly postaci:

(5,A) 5 (s,AA)
(,L) N (s,A L)

lub w postaci skrotow:
(s,2) % (s,Az) dlaz = A, L
Konfiguracje automatow stosowych definiujemy nastepujaco:

Def. 43. Niech M = (Q, %, T, 6§, s) bedzie ustalonym automatem stosowym. Konfiguracja
takiego automatu stosowego, to dowolna trojka:

(q,a, ) € Q x X" x I'"

gdzie q reprezentuje aktualny stan, o pozostale do wezytania wejscie, a § zawartosé stosu
(czytana od wierzchotka w glab).
Konfiguracja poczatkowa dla stowa x, to (s,z, L). O

Jeden krok obliczen automatu stosowego opisujemy relacja — okreslong na konfigura-
cjach.

Def. 44. Niech M = (Q,%,T,6,s) bedzie ustalonym automatem stosowym. Rela-
cja przejécia miedzy konfiguracjami tego automatu — to najmniejsza relacja spetniajaca
nastepujace warunki:

e jesli & zawiera przejicie postaci (p, A) = (¢,v) (dlap,¢ € Q,a € X, AcTiyel™),
to dla dowolnych y € ¥* i 8 € I'* mamy: (p, ay, AG) — (q,y,75),

e jesli 6 zawiera przejscie postaci (p, A) = (¢,7), (dlap,g € Q, A€ T i~ e€T*) todla
dowolnych y € ¥*, 8 € I mamy: (p,y, AB) — (¢,y,75)-

Przez —* bedziemy oznaczaé zwrotnio-przechodnie domkniecie relacji —. O

Inaczej mowiac, (p, A) N (q,7v) oznacza, ze mozemy bedac w stanie p i majac na
wierzchotku stosu A przej$é do stanu ¢ wezytujac z wejécia a i zastepujac na stosie A przez
7. Podobnie (p, A) 5 (q,7) oznacza, ze mozemy bedac w stanie p i majac na wierzchotku
stosu A przej$¢ do stanu ¢ nie wezytujace nic z wejscia i zastepujac na stosie A przez 7.

Relacja — opisuje pojedyncze kroki obliczenia, a relacja —* dowolnie dtugie obliczenia.
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Def. 45. Niech M = (Q,%,T,6,s) bedzie ustalonym automatem stosowym. Jezyk
akceptowany przez automat stosowy M jest okreslony nastepujaco:

L(M) = {& € £*: Jyeq (5,2, 1) =" {g,2,€)}
O

Inaczej moéwiac, automat stosowy akceptuje takie stowa x, dla ktorych istnieja oblicze-
nia prowadzace od konfiguracji poczatkowej (dla stowa x) do konfiguracji, w ktorej cate
stowo zostalo wezytane, a stos oprozniony. Pamietajmy, ze automat stosowy moze by¢ nie-
deterministyczny, a wiec wystarczy zeby istniato jedno obliczenie akceptujace, zeby stowo
byto akceptowane przez automat.

Przyklad: Skonstruujemy automat akceptujacy stowa zawierajace tyle samo liter a, co b.
Automat ten bedzie uzywac stosu jako licznika. 7 kazdym wezytanym a licznik zwieksza sie
o 1, a z kazdym wezytanym b zmniejsza sie o 1. Dodatnie wartodci licznika reprezentujemy
jako L i stos A, a ujemne, jako L i stos B. Dodatkowo, w momentach gdy odstonieta
jest pinezka, automat moze ja zdjaé¢ ze stosu. Automat akceptuje tylko takie stowa x, po
ktorych wezytaniu licznik jest wyzerowany, czyli #,(x) = #4(x).

Automat ten ma jeden stan s i dziala w nastepujacy sposob:

(s, L) % (s,AL) (s,1) > (s,B1)
(s.4) = (s,44) (s,B) > (s,BB)
(s,B) = (s,¢) (5, 4) % (s,8)
(s,L) = (s,¢)

Przyktadowe obliczenie dla aabbba:

R NN

A A B
11 R .
5 s s s s

Oczywiscie taki automat moze usunaé¢ pinezke gdy jeszcze nie cale stowo jest wezy-
tane. Takie obliczenie nie doprowadzi do zaakceptowania stowa. Pamietajmy jednak, ze
automaty stosowe sa niedeterministyczne i wystarczy, aby istnialo choé¢ jedno obliczenie
akceptujace dane stowo, aby nalezato ono do jezyka akceptowanego przez automat stosowy.

Przyklad: Skonstruujemy automat akceptujacy wyrazenia nawiasowe zbudowane z kwa-
dratowych nawiasoéw [ i ]. Automat ten dziala podobnie jak poprzedni, ale licznik moze
przyjmowac tylko dodatnie wartosci. Na stosie trzymamy pinezke i tyle nawiasow zamy-
kajacych ile wynosi wartos¢ licznika. 7Z wezytaniem kazdego nawiasu otwierajacego licznik
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jest zwiekszany o 1, a z wezytaniem kazdego nawiasu zamykajacego zmniejszany o 1.

(s,2) —
() >
(s,1) =
Przyktadowe obliczenie dla [[][[]]]:

(s,]z) dla x =], L

(s,¢€)
(s,¢)

]
1]
L1 L0

w|b—
=

]
]
1

Przyklad: Automat akceptujacy palindromy nad alfabetem {a,b}. Automat ten musi
niedeterministycznie zgadnaé¢ gdzie jest $rodek palindromu i czy jest on parzystej, czy

nieparzystej dlugosci.

Nasz automat bedzie mial dwa stany: s i p. Na stosie bedziemy przechowywaé pinezke
i znaki alfabetu wejsciowego. W pierwszej fazie (stan s) automat zapamietuje pierwsza
polowe stowa na stosie. W drugiej fazie (stan p) zdejmuje znaki ze stosu, sprawdzajac, czy
sa one takie same jak wczytywane znaki. Jezeli stowo jest nieparzystej dtugosci, to prze-
chodzac z pierwszej fazy do drugiej wezytujemy srodkowy znak nie zmieniajac zawartodci
stosu. Jezeli za§ jest parzystej dlugosci, to przechodzac do drugiej fazy nic nie wezytujemy.

(s, ) EN (s,yz) x=L1,a,b y=a,b

(p, ) (p,€)
(p.L) = (s,¢)

(s:2) % (p.2)

r=1,a,b y=a,be
r=a,b

Przyktadowe obliczenia akceptujace stowa abba i baabaab:

b b
a a a a
L 1L 1L 1 1 1
s s S p p p D
a a
a a a a
b b b b b b
e o e e
s s s s p p p p P
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Przyklad: W poprzednim wykladzie pokazalismy, ze jezyk {ww : w € {a,b}*} nie jest
bezkontekstowy. Za chwile pokazemy, ze automaty stosowe akceptuja doktadnie jezyki bez-
kontekstowe. Teraz jednak skonstruujemy automat akceptujacy jezyk {ww : w € {a,b}*},
pokazujac tym samym, ze jest on bezkontekstowy.

Stowo = = ajas . . . ax nalezy do jezyka {ww : w € {a,b}*} w dwoch przypadkach. Albo
jest nieparzystej dltugodci. Albo jest parzystej dlugodci i istnieje taka pozycja i (1 < i <
k

5) w pierwszej polowie tego stowa, Ze na i-tej pozycji w stowie x jest inny znak niz na

odpowiadajacej jej pozycji w drugiej polowie stowa, a; # a,_ x.
2

Nasz automat bedzie mial szereg stanéow, przy czym stanem poczatkowym bedzie s.
Na stosie bedziemy trzymaé dwa rodzaje symboli: L i o. Automat zgaduje najpierw, czy
stowo jest parzystej (stan p), czy nieparzystej (stan n) dhugosci. Jesli nieparzystej, to tylko
to sprawdza, ze faktycznie tak jest.

(s5,L) = (n,1)

(s, 1) = (p, L)

(n,1) = (m,1)dlaz=a,b
(m,1) = (n,1)dlaz=a,b

Jesli stowo jest parzystej, to automat stosowy musi zgadnac¢ niedeterministycznie na jakiej
pozycji ¢ istnieje niezgodnos$¢ miedzy pierwsza i druga polowa stowa, a nastepnie sprawdzi¢,
ze faktycznie tak jest. Inaczej mowiac, stowo x musi byé postaci uavbw lub ubvaw, przy
czym |v| = |u| + |w|. To czy w pierwszej polowie na i-tej pozycji jest a czy b mozna
zapamieta¢ w stanie automatu. Problemem jest natomiast odliczenie odpowiadajacych
sobie pozycji w obu potéwkach stowa. Zauwazmy jednak, ze automat nie musi wiedzieé¢
gdzie jest polowa dlugosci stowa. Wystarczy, ze bedzie zachodzié¢ |v| = |u| + |w|.
Nasz automat najpierw wezytuje stowo u, wktadajac na stos |u| znakow o.

(p, 1) EN (p,oi) dlai=1,0, j=a,b
Nastepnie niedeterministycznie zgaduje kiedy jest koniec u i wezytuje jeden znak, zapa-
mietujgc go na stanie.

(p, 1) EX (gj,7) dlai=L1,0, j=ua,b

Nastepnie nasz automat wezytuje tyle znakow z wejscia, ile o jest na stosie. W ten sposob
wezytujemy prefiks v dhugoscei |ul. Po zdjeciu ze stosu wszystkich o przechodzimy do
kolejnej fazy.

(gi, 0) EN (gi,e) dlai=a,b, j=a,b
(¢, 1) = (rj, L) dlai=a,b
Nastepnie nasz automat powinien wezytaé 7 wejscia |w| = |v| — |u| znakow stowa v. Liczbe

te zgaduje niedeterministycznie, wktadajac rownoczesnie |w| znakow o na stos. W momen-
cie gdy automat zgaduje niedeterministycznie, ze cate stowo v zostalo wezytane, wezytuje
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jeden znak z wejscia sprawdzajac rownoczesnie, ze jest on rozny od znaku zapamietanego
na stanie.

(rij) & (ri0f) dlai=abj=L,o, l=ab
(rij) = (tj)dlai=ab, j=L,o, l=ab, | #i

Pozostalto jeszcze do wezytania w, przy czym na stosie powinno by¢ |w| znakow o. Po
wezytaniu stowa w powinna odstonié sie pinezka, ktora zdejmujemy.

(t,0) N (t,e) dlai=a,b
(t, L) = (te)

Oto przyktadowe obliczenie akceptujace stowo abbaabaa.

O O
1 1 1 1
b Qb Qb T Tp

NI o
=N | o o
— o o

1 1
s P

|} o

1
t i

Skonstruowany automat jest wysoce niedeterministyczny. Jesli gdziekolwiek cokolwiek
zostanie zle zgadniete, to obliczenie nie doprowadzi do zaakceptowania slowa. Pamietajmy
jednak, iz wystarczy, ze mozna tak zgadnac¢, aby obliczenie bylo akceptujace, aby stowo
byto akceptowane przez automat.

13.3 Roéwnowaznos$é gramatyk bezkontekstowych i automatéw sto-
sowych

Pokazemy teraz, ze sita wyrazu automatow stosowych jest doktadanie taka sama, jak gra-
matyk bezkontekstowych — tzn. akceptuja one doktadnie jezyki bezkontekstowe.

Tw. 5. Niech A bedzie jezykiem nad alfabetem Y. Nastepujgce stwierdzenia sqg réwno-
wazne:

o A jest bezkontekstowy, tzn. A jest generowany przez pewnq gramatyke bezkontekstowq

G, A= L(G),
e istnieje automat stosowy M akceptujacy A, A = L(M).

Przedstawimy tu jedynie szkic dowodu — oprzemy sie na trzech faktach. Pokazemy
jak dla danej gramatyki bezkontekstowej skonstruowaé réwnowazny jej automat stosowy (z
jednym stanem). Nastepnie pokazemy, 7ze konstrukcje te mozna odwrocié, tzn. dla danego
automatu stosowego 7 jednym stanem mozna skonstruowaé¢ rownowazna mu gramatyke
bezkontekstowa. Na koniec pokazemy, jak zredukowac liczbe stanow w automacie stosowym
do jednego.
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13.3.1 Automat stosowy réwnowazny danej gramatyce bezkontekstowej

Niech G bedzie dang gramatyka bezkontekstowa G' = (N, 3, P, S). Zbudujemy réownowazny
jej automat stosowy M = (Q,%,T,4,s). Automat ten bedzie mial tylko jeden stan @ =
{s}. Na stosie bedzie przechowywal symbole terminalne i nieterminalne. T' = N U X.
Przyjmujemy, ze S =1. Dla kazdej produkcji X — o mamy przejscie:

(5,X) = (s,0)
Dodatkowo, dla kazdego a € X mamy przejscie:
(s,0) = (s,¢)

Nasz automat bedzie dziala w nastepujacy sposob: Jesli na wierzchotku stosu jest termi-
nal, to oczekujemy, ze czeka on na wejsciu, wezytujemy go i zdejmujemy ze stosu. Jesli na
wierzchotku stosu jest nieterminal, to nalezy wczyta¢ pewne stlowo, ktére mozna z niego
wyprowadzi¢. Najpierw jednak nalezy zdecydowaé, jaka produkcja rozpoczyna wyprowa-
dzenie takiego stowa. Zdejmujemy wiec dany nieterminal ze stosu i wktadamy na stos
prawa strone wybranej produkcji dla tego nieterminala. Akceptujemy pustym stosem, gdy
cale wyprowadzone stowo zostato wczytane.

Mozna pokaza¢ (przez indukcje po dlugosci wyprowadzenia), ze M realizuje tzw. le-
wostronne wyprowadzenia, to znaczy takie, w ktorych zawsze jest rozwijany skrajnie lewy
nieterminal. Jesli wezytywane stowo to x, x = yz, to konfiguracji (s, z, a) odpowiada w wy-
prowadzeniu stowo ya. Konfiguracja poczatkowa (s, x,S) odpowiada aksjomatowi S, a kon-
figuracja akceptujaca (s, e, ¢e) odpowiada w wyprowadzeniu stowu z. Stad L(M) = L(G).

Przyklad: We7my, przedstawiona wcze$niej, gramatyke bezkontekstowa generujaca wy-
razenia nawiasowe:

S —[S]]SS e
Stosujac przedstawiong powyzej metode otrzymujemy nastepujacy automat stosowy:
(5.5) = (s.[90)
(5,8) = (5,89)
(5,8) = (s.¢)
[
(s,) = (s,¢)
]
(s,]) = (s,¢)

Jest to inny automat niz skonstruowany przez nas wcze$niej automat stosowy akceptujacy
wyrazenia nawiasowe. Oto jego przyktadowe obliczenie akceptujace [[|[[]]].
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13.3.2 Gramatyka bezkontekstowa réwnowazna danemu automatowi stoso-
wemu z jednym stanem

Przedstawiong w poprzednim punkcie konstrukcje mozna odwrocié. Zatdézmy, ze mamy
dany automat stosowy 7 jednym stanem M = ({s},¥,T',4,s, ). Bez zmniejszenia ogol-
nosci mozemy zalozy¢, ze ' N ¥ = (). Nasza gramatyka ma posta¢ G = (I', X, P, L), przy
czym jesli & zawiera przejicie (s, A) % (s,7) (dla a € U {e}), to w P mamy produkcje
A — ay.

Odpowiednios$¢ jest taka jak poprzednio. Jesli wezytywane stowo to z, x = yz, to kon-
figuracji (s, z, @) odpowiada w wyprowadzenie lewostronne 1. —* ya. Konfiguracja poczat-
kowa (s, z, L) odpowiada aksjomatowi L, a konfiguracja akceptujaca (s, €, ) odpowiada w
wyprowadzeniu L —* z. Stad L(M) = L(G).

Przyklad: Wezmy, przedstawiony powyzej, automat stosowy akceptujacy stowa zawie-
rajace tyle samo liter a, co b.

(s, L) % (s,AL) (s,1) % (s,B 1)
(S7A) i> (SvAA) (S,B) i> (S,BB)
(578) = (3’5) (S,A) LN (s, )
(5,1) = (s,¢) )

Stosujac przedstawiong powyzej metode, uzyskujemy nastepujacag rownowazng mu grama-
tyke (dla czytelnosci L zastapiono przez S):

S — aAS|bBS |¢
A = blaAA
B — a|bBB

Oto wyprowadzenie w tej gramatyce stowa aabbba:

S — aAS — aaAAS — aabAS — aabbS — aabbbBS — aabbbaS — aabbba

13.3.3 Redukcja zbioru stanéw do jednego

Pozostato nam pokaza¢, ze dla kazdego automatu stosowego M = (Q, %, T, 0, s, L) istnieje
rownowazny mu automat z jednym stanem M’ = ({s}, ¥, 1", §'s). Bez zmniejszenia ogdlno-
Sci mozemy zalozy¢, ze automat M w momencie oprdznienia stosu bedzie zawsze w jednym
stanie q.
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Na stosie automaty M’ bedziemy trzymac trojki postaci (p,a,r) € IV = Q x T’ x Q.
Jezeli na wierzchotku stosu M’ jest trojka (p, A,r), to odpowiada to sytuacji, gdy na
wierzchotku stosu w M jest A, M jest w stanie p i po zdjeciu symbolu A ze stosu przejdzie
do stanu r. Stany pamietane na stosie M’ musza sie ,zazebia¢”, tzn. pod trojka (p, A,r)
musi by¢ trojka postaci (r, B,t) (dla pewnych B € T'it € Q) itd.

Automat M’ na poczatku ma na stosie trojke (s, L, q) i akceptuje stowo = wtw., gdy M
zaczynajac w stanie s i z symbolem L na stosie, wezytuje z i konczy w stanie ¢ z pustym
stosem.

Relacja ¢’ jest okreslona nastepujaco:

e jesli 0 zawiera przejécie:
(p, A) g (T, BlBQ e Bk)

dla pewnych a € XU{e}, p,r € Q, k >0, A, By, Ba, ..., B, € I', to ¢’ (dla dowolnych
Q- -, Qe € Q) zawiera przejcia:

(s, (P, A, qr)) = (8, (r, Bi,q1){q1, B2, 42)) - - - (Qk—1, B, qk))

e jesli 0 zawiera przejécie
(p, A) = (r,€))
dla pewnych a € YU {e}, p,r € Q, A €T, to ¢’ zawiera przejscie:

(3, (p, A,1)) = (5,¢€)

Automat ten jest wysoce niedeterministyczny. Wkladajac trojki na stos musimy z gory
przewidzie¢ w jakim stanie bedzie automat M w momencie zdjecia odpowiedniej trojki
w M'. OczywiScie zgadniecie odpowiednich stanéw jest mozliwe, a wiec M’ bedzie mogt
zasymulowa¢ kazde obliczenie M (i tylko obliczenia M).

13.4 Podsumowanie

W tym wyktadzie poznaliSmy automaty stosowe. Zobaczyliémy na przyktadach jak je
mozna konstruowaé¢. Dowiedzieliémy sie tez, ze sg one rownowazne gramatykom bezkon-
tekstowym.

13.5 Skorowidz

e Automat stosowy to dowolna taka piatka M = (Q,%,T,4,s), w ktorej: Q to
skoniczony zbior standw, ¥ to alfabet wejsciowy, I' to alfabet stosowy, § C (Q x I' x
(X U{e})) x (@ x I'*) to relacja przejscia, s € @ to stan poczatkowy, L€ I' to symbol
poczatkowy na stosie.

e Konfiguracja automatu stosowego to dowolna trojka (q,«,3) € Q x ¥* x I'™*
gdzie M = (Q,%,T,0,s) jest danym automatem stosowym.
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e Jezyk akceptowany przez automat stosowy to

L(M) = {& € £*: Jyeq (5,2, 1) =" {g,2,€)}

13.6 Praca domowa

1.

13.7

Skonstruuj automat stosowy akceptujacy wyrazenia nawiasowe zawierajace trzy ro-
dzaje nawiasow: ()[]{},

Przeksztalé gramatyke generujaca palindromy (nad alfabetem {a,b}), na automat
stosowy (stosujac konstrukcje podana w tym wyktadzie).

Przeksztal¢ automat stosowy akceptujacy wyrazenia nawiasowe:
(s,]x) dla x =], L
(s:]) (s,€)

I3

(s,L) = (s:¢)

[
_>
4

na rownowazng mu gramatyke bezkontekstowa (stosujac konstrukcje podana w tym
wyktadzie).

Cwiczenia

Skonstruuj automaty stosowe akceptujace ponizsze jezyki. Czy potrafisz skonstruowaé
takie automaty, ktéore maja tylko jeden stan? Jesli tak, to przeksztalé je na rownowazne
im gramatyki bezkontekstowe.

1.

wyrazenia nawiasowe zawierajace trzy rodzaje nawiasow: ()[|{}; przy tym: nawiasy
okragte moga otaczaé¢ tylko nawiasy okragte, nawiasy kwadratowe moga otaczaé¢ na-
wiasy kwadratowe lub okragle, a nawiasy wasate moga otacza¢ nawiasy wasate lub
kwadratowe,

palindromy nad alfabetem {a, b, c},
(a1,

{a'b a’b'},

{w: #a(w) >= 2¢f(w)},

(@b i £V £ K},

. wyrazenia arytmetyczne w notacji polskiej (dla uproszczenia liczby moga by¢ tylko

jednocyfrowe),

wyrazenia arytmetyczne w odwrotnej notacji polskiej (dla uproszczenia liczby moga
by¢ tylko jednocyfrowe).
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Wyklad 14. Analiza skladniowa

14.1 Wstep

Analiza sktadniowa ma miejsce wowczas, gdy wezytujemy dane o pewnej okreslonej sktadni.
Zadaniem analizatora sktadniowego (tzw. parsera) jest sprawdzenie, czy dane sa poprawne
sktadniowo i rozpoznanie struktury sktadniowej wezytywanych danych.

Analiza sktadniowa powstala i rozwineta sie w ramach prac nad budowa kompilatorow.
Wszak kompilator musi najpierw wezytac i zanalizowac skladnie wezytywanego programu.
Jej zastosowania sg jednak duzo szersze. Praktycznie analize sktadniowa mozna zastoso-
waé w kazdym programie, ktory wezytuje dane posiadajace bardziej ztozong sktadnie, na
przyktad w: przegladarkach internetowych, edytorach, systemach sktadu tekstu, progra-
mach konwertujacych, czy jakichkolwiek aplikacjach posiadajacych pliki konfiguracyjne o
okreslonej sktadni.

Konstrukcja parsera, zwtaszcza w przypadku kompilatoréow lub bardziej skomplikowa-
nych jezykow, to skomplikowane zadanie. Dlatego tez powstaly narzedzia wspomagajace
tworzenie parseréw. Sa to tzw. generatory analizatorow sktadniowych. Przykladem ta-
kiego generatora jest Bison, ktorego poznamy blizej w tym wyktadzie. Bison jest nastepca
generatora Yacc (ang. yet another compiler compiler — jeszcze jeden kompilator kompi-
latoréw). Bison jest przeznaczony do generowania parseréow w C/C++. Jednak istnieje
wiele generatoréw parseréw i w zasadzie dla kazdego jezyka programowania mozna znalezé
generator przeznaczony dla danego jezyka.

Generator parserow na podstawie odpowiedniej specyfikacji generuje kod zrédtowy ana-
lizatora sktadniowego. Specyfikacja taka zawiera opis sktadni wezytywanego jezyka oraz
fragmenty kodu, ktore sg wykonywane dla poszczegolnych konstrukeji sktadniowych. Do
opisu sktadni uzywa sie jednoznacznych gramatyk bezkontekstowych.

Analiza sktadniowa stanowi kolejng faze przetwarzania wezytywanych danych po anali-
zie leksykalnej. Tak wiec wejsciem dla analizy sktadniowej jest strumien zetonow i atrybu-
tow. Zetony stanowia symbole terminalne w gramatyce bezkontekstowej opisujacej sktad-
nie. Efektem pracy parsera jest odtworzenie drzewa wyprowadzenia (a $cislej mowiac jego
obejscia) dla wezytywanego tekstu.

Generowane automatycznie parsery maja posta¢ odpowiednich, deterministycznych au-
tomatow stosowych. Sposob generowania parseréow wykracza poza ramy tego kursu.

14.2 Gramatyki S-atrybutywne

Zanim poznamy jezyk specyfikacji dla Bison’a i Yacc’a, musimy zapoznaé sie z pojeciem
gramatyk S-atrybutywnych. (Nie jest to nic skomplikowanego, a ta odstraszajaca nazwa
pochodzi stad, ze jest wiele r6znych gramatyk atrybutywnych. My jednak nie bedziemy
ich tutaj omawiac.)

Gramatyki S-atrybutywne to rozszerzenie gramatyk bezkontekstowych — w takim sen-
sie, ze podstawowym skladnikiem gramatyki S-atrybutywnej jest jednoznaczna gramatyka
bezkontekstowa. (Gramatyka musi by¢ jednoznaczna, zeby dla kazdego stowa 7 jezyka

124



istnialo tylko jedno mozliwe drzewo wyprowadzenia.)

Natomiast dodatkowo w gramatyce S-atrybutywnej z kazdym weztem w drzewie wy-
prowadzenia wigzemy pewna obliczana warto$¢ nazywana atrybutem. (Jesli potrzebujemy
wielu wartosci, to mozemy pomysle¢ o atrybucie jak o n-ce, rekordzie czy strukturze zto-
zonej 7 tych wartosci.) Lis¢mi drzewa wyprowadzenia sa symbole terminalne, czyli zetony.
Zetonom moga towarzyszyé¢ atrybuty, jesli zostaly wyznaczone przez skaner. Natomiast
atrybuty towarzyszace nieterminalom, czyli weztom wewnetrznym, sg obliczane w trakcie
analizy leksykalnej.

Atrybuty nieterminali obliczamy na podstawie atrybutow ich synéw w drzewie wypro-
wadzenia. (Atrybuty takie sa nazywane syntezowanymi stad ,S” w nazwie tego ro-
dzaju gramatyk.) Dla kazdej produkcji podajemy w specyfikacji fragment kodu, ktory
oblicza atrybut ojca na podstawie atrybutéw synéw. W konteksécie produkeji postaci
X — B B,... By, atrybut X-a oznaczamy przez $3$, a atrybut B; przez $i.

Parser wywoluje te fragmenty kodu obliczajac atrybuty w odpowiedniej kolejnosci, od
lisci do korzenia (ang. bottom-up). Wynikiem caltosci obliczen jest atrybut korzenia drzewa
wyprowadzenia.

Przyklad: Przypomnijmy sobie jednoznaczng gramatyke wyrazen arytmetycznych:
E — E+S|E-S]|S

S — SxF|S/F|F
F — liczba | (E)

W tym przypadku liczba jest dla nas terminalem, gdyz jest to leksem rozpoznawany przez
skaner. Oto gramatyka S-atrybutywna obliczajaca warto$¢ wyrazenia:

EFE — E+S $$ = $1 +9$3
FE — E-S $$ =9%1-93
E — § $$ =31

S — SxF $$ = %1% $3
S — S/F $$ =$1/$3

S — F $$ = $1

F — liczba $$ = $1

F — (B) $$ = $2
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A oto drzewo wyprowadzenia dla wyrazenia 42 + 5 * 2 wzbogacone o obliczone atrybuty

(E,52)
(E,42) + (S,10)
/ \
(S,42) (S,5) * (F,2)
(F,42) (F,5) (liczba, 2)

(liczba, 42) (liczba, 5)

Tak wiec obliczona wartos¢ catego wyrazenia to 52.

14.3 Spos6b dzialania parsera

Bison zostal zaprojektowany tak, aby wspolpracowal razem z Flex’em. Kod wygenerowany
przez Bison’a na podstawie specyfikacji parsera moze by¢ kompilowany razem z kodem
wygenerowanym przez Flex’a na podstawie specyfikacji skanera. W szczegdlnosci zetony sa
definiowane w specyfikacji parsera, a ich definicje w jezyku programowania sg umieszczane
w kodzie parsera. Natomiast w kodzie skanera mozna z nich korzystac.

Parser wywotuje procedure yylex zeby wezytywaé kolejne leksemy. Wynikiem tej pro-
cedury powinien by¢ zeton odpowiadajacy wezytanemu leksemowi. Zaktada sie, ze atrybut
zetonu, jesli jest obecny, to jest przypisany zmiennej yylval. Procedura yylex moze row-
niez zwrocié znak ASCIT — wowcezas leksemem jest pojedynczy wezytany znak.

Parser udostepnia funkcje int yyparse(). Wywolanie tej funkcji powoduje probe
wczytania stowa nalezacego do jezyka opisywanego przez gramatyke podang w specyfi-
kacji. Parser nie konstruuje drzewa wyprowadzenia jako struktury danych, ale wykonuje
takie czynnoéci, jakby obchodzit je w porzadku postfiksowym. Dla kazdego odwiedzanego
nieterminala w drzewie wyprowadzenia wykonywany jest fragment kodu odpowiadajacy
zastosowanej dla niego produkcji. Jako ostatni wykonywany jest fragment kodu dla korze-
nia. Jezeli w tym fragmencie kodu nie nastapi powrot z procedury (return), to wejscie
ponownie jest parsowane. W przypadku wystapienia btedu sktadniowego wywotywana jest
procedura void yyerror (char const #*s). Procedura ta musi by¢ zdefiniowana.

Fragmenty kodu umieszczone w specyfikacji nie muszg tylko oblicza¢ atrybuty. Moga
wykonywaé¢ dowolne czynnosci, np. wypisywa¢ informacje na wyjscie czy modyfikowaé glo-
balne struktury danych. Trzeba jednak zdawaé¢ sobie sprawe, w jakiej kolejnosci rézne
fragmenty kodu sa wykonywane.
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14.4 Specyfikacje parseréw dla Bison’a

Specyfikacja dla Bison’a sktada sie z trzech czesci, oddzielonych od siebie wierszami postaci

e Pierwsza cze$¢ zawiera deklaracje programistyczne (statych i zmiennych) oraz dekla-
racje zetonow (postaci %token ZETON).

e Druga cze$¢ zawiera gramatyke S-atrybutywng. Gramatyka ta jest zapisana w na-
stepujacy sposob:

nieterminal : prawa strona produkcjt {fragment kodu}
|  prawa strona produkcjt {fragment kodul

|  prawa strona produkcjt {fragment kodul

3

Czyli produkcje dla jednego nieterminala sa zgrupowane razem, a dla kazdej z tych
produkcji mamy oddzielny fragment kodu ujety w wasate nawiasy. Fragmenty kodu
sg opcjonalne. Jezeli dany fragment kodu jest pominiety, to tak jakby zostato podane:
{ $$% = $1 }. Aksjomatem jest ten nieterminal, dla ktorego produkcje s podane
jako pierwsze.

e Trzecia czesé to definicje procedur pomocniczych. W szczeg6lno$ci mozna tu umie-
Scic:

— definicje procedury yylex, jezeli nie korzystamy ze skanera wygenerowanego
przez Flex’a,

— definicje procedury main,

— powinna tu zostaé zdefiniowana procedura yerror, ktora jest wywolywana przez
parser w przypadku wystapienia btedow sktadniowych.

Przyklad: Zbudujemy prosty kalkulator wzbogacony o zmienne. Bedzie on przyjmowat
dwa rodzaje polecen:

SET identyfikator = wyrazenie
PRINT wyrazenze

Polecenie SET powoduje przypisanie wartosci wyrazenia na zmienng. Polecenie PRINT po-
woduje wypisanie warto$ci wyrazenia. Kazde polecenie musi znajdowaé¢ sie w osobnym
wierszu. Wyrazenia moga zawiera¢ nazwy zmiennych. Nazwy zmiennych maja postaé
[A—Za — z|[A — Za — 20 — 9]*. Poza tym, sktadnia wyrazen jest taka jak w poprzednich
przyktadach. Poczatkowo wszystkie zmienne majg wartos¢ 0. W danych moze pojawié sie
co najwyzej 1000 r6znych nazw zmiennych.
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Skaner odréznia stowa kluczowe SET i PRINT, liczby i identyfikatory. Wszystkie inne
znaki sg przekazywane dostownie. Kod zrodtowy specyfikacji skanera znajduje sie w pliku
calc.1.

hi

// Definicje zetondéw pochodzace z Bison’a
#include "skalk.tab.h"

// Tablica zmiennych
char *dict[1000];
int dict_size=0;

// 0Odnajduje nazwe¢ zmiennej w tablicy, lub jg dodaje
int dict_find(const char x*key) {
int 1i;
for(i=0; i<dict_size; i++) if (strcmp(key,dict[i])==0) return i,

i=dict_size; dict_size++;
dict[il=(char *)malloc(strlen(key)+1);
strncpy(dict[i] ,key,strlen(key)+1);

return i;
}
ht
INT [0-9]+
1D [A-Za-z] [A-Za-z0-9]*
Dot
PRINT { return CMD_PRINT; }
SET { return CMD_SET; T
{10} A
yylval=dict_find(yytext) ;
return ID;
}
{INT} {
yylval=atoi(yytext);
return NUM;
}
[ \t] ;

(\nll. { return yytext[0]; }
hth
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Parser pamieta w tablicy wartosci zmiennych, oblicza wartos$ci wyrazen i przypisuje zmien-
nym wartosci. Kod Zrodtowy specyfikacji parsera znajduje sie w pliku calc.y.

hi

#include <stdio.h>

// Tablica warto§ci zmiennych
int d_value[1000];

// 0dszukanie wartoS§ci zmiennej
int dict_value(int key) {
return d_value[key];

}

// Przypisanie wartoS§ci zmiennej
int dict_set(int key,int value) {
d_value[keyl=value;

}

h}

%token NUM CMD_PRINT CMD_SET ID
YA

input: /* nic */

| input line

line: ’\n’
| CMD_SET ID ’=’ exp ’\n’ { dict_set($2,$4); }
| CMD_PRINT exp ’\n’ { printf("%d\n",$2); }

exp : exp '+’ skl { $$ = $1 + $3 %
| exp >-> skl { $$ = $1 - $3 }
| skl

skl : skl ’x’ czy { $$ = $1 * $3
| skl /> czy { $8 =81/ $3 }

| czy

[}

129



czy : NUM
| ID { $$
| 2 exp 7))’ { $8

b

dict_value($1); }
$2 }

T

main ()

{
// Wyzerowanie warto§ci zmiennych
bzero (&d_value,sizeof (d_value)) ;

yyparse() ;
}

yyerror(s)
char *s;

{
fprintf (stderr, "%s\n", s);

14.5 Podsumowanie

W tym wyktadzie poznaliSmy generator analizatoréow sktadniowych Bison oraz zwigzane z
nim pojecie gramatyk S-atrybutywnych. Umiejetno$¢ korzystania z Bison’a bedzie jeszcze
przedmiotem ¢wiczen laboratoryjnych.

14.6 Skorowidz

e Analiza skladniowa polega na sprawdzeniu poprawno$ci sktadniowej i odtworzeniu
(obejécia) drzewa wyprowadzenia dla wezytywanych danych.

e Bison to jeden z generatoréow analizatoréow sktadniowych.

e Generator analizatoréw skladniowych to program generujacy, na podstawie spe-
cyfikacji, kod analizatora sktadniowego (parsera).

e Gramatyki S-atrybutywne to gramatyki atrybutywne, w ktorych wszystkie atry-
buty sg syntezowane, tzn. wezta w drzewie wyprowadzenia jest obliczany na podsta-
wie atrybutow jego synow.

e Parser to inaczej analizator sktadniowy, modut zajmujacy sie analiza sktadniowa.
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14.7 Praca domowa

Odwrotna notacja polska (ONP) to sposob zapisu wyrazen, w ktorym najpierw podajemy
argumenty, a potem operacje. Jezeli wiadomo ile argumentéw maja operacje (a w przy-
padku operacji arytmetycznych tak jest ~ maja one po dwa argumenty), to w ONP nie sa
potrzebne nawiasy. Na przyklad, wyrazenie 2x(3+5) zapisane w ONP ma posta¢ 23 5 + .
Nota bene, wyrazenie zapisane w ONP to gotowy program dla maszyny stosowej, patrz
Cwiczenia.

Napisz specyfikacje (dla Lex’a i Bison’a) analizatora, ktory wezyta wyrazenie arytme-
tyczne i wypisze je w ONP.

14.8 Cwiczenia

1. Napisz specyfikacje (dla Lex’a i Bison’a) analizatora, ktory wezyta wyrazenie arytme-
tyczne 1 wyznaczy wielkos¢ stosu potrzebnego do obliczenia wyrazenia przez maszyne
stosowa.

Maszyna stosowa dziata na nastepujacej zasadzie: wtoz liczbe na stos, zdejmij ar-
gumenty operacji arytmetycznej z wierzchotka stosu i wt6z jej wynik na stos. Na
przyktad, obliczenie wyrazenia 2 + 3 * 5 wymaga stosu wielkosci 3. Obliczenie to
przebiega nastepujaco: wtoz 2 na stos, wtoz 3 na stos, wtoz 5 na stos, wykonaj mno-
zenie, wykonaj dodawanie. Obliczenie wyrazenia 3 x5 + 2 wymaga stosu wielkosci
2. Obliczenie to przebiega nastepujaco: wtoz 3 na stos, wtéz 5 na stos, wykonaj
mnozenie, wt6z 2 na stos, wykonaj dodawanie.

2. Napisz specyfikacje (dla Lex’a i Bison’a) analizatora, ktory wezyta wyrazenie arytme-
tyczne i wyznaczy maksymalna glebokos¢ wyrazenia. Na przyktad dla 3+ 3 (5 —1)
wynikiem powinno by¢ 3, a dla (2 — 1) + (1 — 2) wynikiem powinno by¢ 2.

3. Rozszerz przyktad kalkulatora z wykladu o mozliwo$¢ definiowania nazwanych wy-
razenn. Wartos¢ takiego wyrazenia zalezy od wartosci zmiennych i jest obliczana za
kazdym razem, gdy takie wyrazenie jest uzywane.

4. Rozwazamy nastepujacy rodzaj kompresji stow nad alfabetem {0,1}. Majac dane
stowo s (o dlugosci bedacej potega dwojki, |s| = 2°), jesli:

e s sktada sie z samych znakow 0, s = 02, to jego kodem jest 0,
e s sktada sie z samych znakow 1, s = 12i, to jego kodem jest 1,
e w przeciwnym przypadku napis s jest dzielony na réwne czesci sy i so dlugodci
2171 s = 5189, a jego kod jest postaci: 9kod(s;)kod(sz).
Na przyktad:

e kod(1) =1,
o kod(0111) = 99011,
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e kod(01001111) = 9990101,
e kod(00110101) = 99019901901.

Napisz specyfikacje dla Lex’a i Bison’a dajace program, ktory: wezyta zestaw zako-
dowanych stow, po jednym w wierszu i dla kazdego kodu wypisze jego odkodowana
postac.
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Wyktad 15. Maszyny Turinga i obliczalnosé

15.1 Wstep

W tym wyktadzie zajmiemy sie pojeciem obliczalnosci. Poznamy maszyny Turinga, mo-
del teoretyczny opisuja pojecie obliczalnosci, rowny pod wzgledem sity wyrazu wszelkiego
rodzaju jezykom programowania i komputerom.

Pojecie obliczalnosci byto badane zanim narodzita sie informatyka, a nawet zanim po-
wstaly pierwsze komputery, bo byto to juz w latach 30-tych ubiegtego wieku. W ramach
badan nad formalizacja podstaw matematyki, badano jakie zbiory formut mozna uzyskac
na drodze mechanicznego przepisywania napiséow zgodnego 7 okreslonymi zasadami. Pro-
wadzito to do sformalizowania intuicji dotyczacej tego co mozna ,automatycznie obliczy¢”.
Pojawilo sie wiele modeli formalizujacych takie intuicyjne pojecie obliczalnosci. W érod
nich mozna wymieni¢ maszyny Turinga, rachunek A, czy systemy Posta. W tym wyktadzie
zajmiemy sie maszynami Turinga, gdyz sposrod tych modeli sg one najblizsze komputerom.

Jak sie okazalo, wszystkie te formalizmy sa sobie réwnowazne w kazdym z nich
mozna symulowaé¢ kazdy z pozostatych formalizmoéw. Zostato to ujete w tzw. hipotezie
Church’a, mowigcej, ze wszystkie te modele opisuja to samo intuicyjne pojecie obliczalnosci.
Oczywiscie nie jest to formalne twierdzenie, ktére mozna by udowodnié, gdyz dotyczy ona
intuicji, ale jak dotad nic nie podwazylo stusznoéci tej hipotezy.

15.2 Uniwersalnosé

Formalizmy modelujace pojecie obliczalno$ci nie tylko sg sobie nawzajem rownowazne, ale
tez w kazdym z nich mozna stworzyé¢ model uniwersalny — taki, ktory potrafi symulowaé
wszystkie inne modele danego rodzaju (na podstawie ich opisu). W szczegdlnosei istnieje
uniwersalna maszyna Turinga, ktora potrafi symulowaé¢ dziatanie dowolnej innej maszyny
Turinga na podstawie jej opisu.

W pierwszym momencie, pojecie uniwersalno$ci moze by¢ niezrozumiate lub zadziwia-
jace. Natomiast dzisiaj jest ono prawie oczywiste. Zamiast méwi¢ o maszynach Turinga
wybierzmy dowolny jezyk programowania. Uniwersalny program to nic innego jak inter-
preter danego jezyka programowania napisany w nim samym. (Jesli czytelnik zna jezyk
Scheme, to zapewne zetknal sie 7 interpreterem Scheme’a napisanym w Scheme’ie.) In-
terpretery moze nie sg tak popularne jak kompilatory. Natomiast np. kompilator C+-+
napisany w C+-+ jest czym§ naturalnym, a w pewnym sensie jest to uniwersalny program
w C+-+. Za jego pomocg mozna uruchomié kazdy inny program w C++-.

15.3 Maszyny Turinga

Maszyna Turinga przypomina skrzyzowanie automatu skonczonego z magnetofonem szpu-
lowym. Tak jak automat stosowy to automat skonczony wyposazony w dodatkowa pamieé
w postaci stosu, tak maszyna Turinga to automat skoniczony wyposazony w dodatkowa pa-
mie¢ w postaci nieskoriczonej tasmy, na ktorej mozna zapisywac i odczytywacé informacje.
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Tasma

Glowica
l; @ ;l Automat
skonczony

Tasma ta jest podzielona na klatki. W kazdej klatce mozna zapisa¢ jeden symbol z usta-
lonego alfabetu. Nad tasma przesuwa sie glowica, ktora steruje automat skoriczony. W
jednym kroku automat odczytuje znak zapisany pod glowica, moze w tym miejscu zapi-
sa¢ inny znak, po czym moze przesungé gtowice w lewo lub prawo. Oczywiscie automat
sterujacy gltowica w kazdym kroku zmienia réwniez swoj stan.

Tasma ma poczatek, lecz nie ma konca — jest nieskoniczona. W pierwszej klatce tasmy
jest zapisany specjalny znak, tzw. lewy ogranicznik. Jezeli glowica znajduje sie nad lewym
ogranicznikiem, to nie moze go zamazac ani przesunac¢ sie na lewo od niego. Na poczatku,
zaraz za lewym ogranicznikiem, zapisane jest stowo, ktore stanowi dane wejsciowe dla
maszyny Turinga. Oczywiscie stowo to jest skoriczone. Za tym stowem tasma wypelniona
jest w nieskonczonosé specjalnymi pustymi symbolami, tzw. balnk’ami. Blank’i bedziemy

oznaczac przez Ll.

Bedziemy tutaj rozwazac jedynie deterministyczne maszyny Turinga, tzn. takie, w kto-
rych automat sterujacy gtowica jest deterministyczny. W momencie uruchomienia maszyny
Turinga, glowica znajduje sie nad pierwsza klatka tasmy (nad lewym ogranicznikiem) i jest
w stanie poczatkowym. Maszyna ma dwa wyrdznione stany: akceptujacy i odrzucajacy.
Dziata ona tak dhugo, az znajdzie si¢ w jednym z tych dwo6ch stanow. Jesli jest to stan
akceptujacy, to stowo poczatkowo zapisane na tasmie zostalo zaakceptowane, a w przeciw-
nym przypadku zostato odrzucone. Oczywiscie jest mozliwe, ze maszyna Turinga nigdy
nie znajdzie sie w zadnym 7 tych stanéw. Wowczas jej obliczenie trwa w nieskoriczono$é i
mowimy, ze sie zapetlito. Tak wiec dla danego stowa maszyna Turinga moze zrobié¢ jedna
z trzech rzeczy: zaakceptowac to stowo, odrzucié je lub zapetli¢ sie.

Nieznacznie zmieniajac opisany model maszyny Turinga mozemy go uzy¢ do modelowa-
nia dowolnych obliczeri, a nie tylko akceptowania jezykow, czy probleméw decyzyjnych. W
tym celu wystarczy, ze zamiast dwoch stanéw: akceptujacego i odrzucajacego, mamy jeden
stan konicowy. Wowcezas to co jest zapisane na tasmie (7 wyjatkiem lewego ogranicznika i
blank’6w) w momencie gdy maszyna osiagnie stan koncowy, stanowi wynik obliczen.

Def. 46. Maszyna Turinga to dowolna taka dziewiatka M = (Q, X, T, U, 4, s, t,7), 7e:

e (), to skonczony zbior stanow,
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e X C T, to alfabet wejsciowy,

I', to alfabet tasmowy,

Fe T, to lewy ogranicznik,

e LI €T, to symbol pusty, blank,

d: (Q\{t,r}) xT — @ x T x {L, P}, to funkcja przejicia; wymagamy, aby dla
dowolnego ¢ € @ istnial taki ¢ € @Q, ze §(¢,F) = (¢,F, P), czyli zeby + nie byl
zamazywany, a gtowica nie mogta przesunaé sie na lewo od niego

s € @), to stan poczatkowy,

t € @, to stan akceptujacy,

r € Q,r #t, to stan odrzucajacy.

O

Def. 47. Niech M = (Q,%,T,F, 1,0, s,t,r) bedzie ustalona maszyna Turinga. Konfigu-
racja maszyny M, to dowolna taka trojka:

(g,Fakye @ xT" x N

ze |a| > k. W konfiguracji (¢, a, k) ¢ to stan maszyny, F « reprezentuje zawartos¢ tasmy
(uzupelniong w nieskonczono$é¢ blank’ami), a k to pozycja glowicy.
Konfiguracja poczgtkowa maszyny M dla stowa z € ¥* to (s, z,0). O

Def. 48. Niech M = (Q, %, T, 1,6, s,t,7) bedzie dana maszyna Turinga. Na konfi-
guracjach maszyny Turinga definiujemy relacje —C (Q x I'* x N)2. Relacja ta opisuje
przejécia miedzy konfiguracjami odpowiadajace pojedynczym krokom w obliczeniach M.
Jest to najmniejsza relacja, ktora spetnia podane ponizej warunki.

Niech (g,F «, k) bedzie konfiguracja i niech ¢ # t, ¢ # r, - o = apaqas ...a,, n > k.
Niech §(q, ax) = (()¢',d’, x). Jesli x = L (czyli glowica przesuwa sie w lewo), to mamy:

(q,F a, kY = (¢, a0a1 ... ap_1d'apsq ... an, k — 1)
Jesli z = P ik <n (czyli glowica przesuwa sie w prawo, ale w obrebie - «), to mamy:
(q,F a,ky = (¢ ,apay ... ap_1d'apyq . . an, k + 11)

Jesli zag x = P i k = n (czyli glowica jest na prawym koricu - « i przesuwa sie w prawo),
to mamy:
(g,F a, k) — (¢, apa1 ... ap_1d'axiq ... apn k + 11)

Przez —* oznaczamy domkniecie zwrotnio przechodnie relacji —. O
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Relacja —* opisuje do jakich konfiguracji mozemy dojs¢é w wyniku obliczenia. Konfigu-
racje akceptujace, to te, ktore zawieraja stan ¢, a odrzucajace to te, ktore zawieraja stan
T

Def. 49. Niech M = (Q,%,',F,1,0,s,t,r) bedzie dana maszyna Turinga. Jezyk
akceptowany przez M sktada sie z tych stow, dla ktorych obliczenie maszyny prowadzi do
konfiguracji akceptujace;j:

L(M) ={x € ¥ : oer+pen (s,F x,0) =" (t,F a, k)}

15.4 Jezyki czeSciowo obliczalne i obliczalne

Def. 50. Powiemy, ze jezyk A C X* jest czesciowo obliczalny, jezeli istnieje taka maszyna
Turinga M, 7e A = L(M). O

Wobec jezykow czesciowo obliczalnych uzywa sie tez okreslen cze$ciowo rozstrzygalny i
rekurencyjnie przeliczalny. Wszystkie te okreSlenia oznaczaja to samo pojecie.

Zauwazmy, ze zeby maszyna Turinga M akceptowala jezyk A, dla wszystkich stow
7 tego jezyka musi zatrzymywaé sie w stanie akceptujacym, natomiast dla stow spoza
jezyka A nie musi zatrzymywacé sie w stanie odrzucajacym — moze rowniez sie zapetlac.
Intuicyjnie odpowiada to istnieniu programu komputerowego, ktory dla stow z jezyka A
potrafi potwierdzi¢ ich przynaleznosé do jezyka, natomiast dla stow spoza tego jezyka wcale
nie musi potrafi¢ zaprzeczy¢ ich przynaleznosci do jezyka, lecz moze sie zapetli¢. Stad stowo
,czesciowo” w nazwie.

Istnieje rownowazna definicja jezykow cze$ciowo obliczalnych, ktora mowi, ze jezyk A
jest czesciowo obliczalny, gdy istnieje taki program komputerowy, ktory wypisuje (w pewnej
kolejnosci) wszystkie stowa nalezace do A. Jezeli A jest nieskoriczony, to oznacza to, ze
kazde stowo nalezace do A kiedy$ zostanie wypisane.

Def. 51. Powiemy, ze jezyk A C ¥* jest obliczalny, jezeli istnieje taka maszyna Turinga
M, 7e A= L(M) idla kazdego x € ¥* maszyna M albo akceptuje z, albo go odrzuca. O

Fakt 17. Kazdy jezyk bezkontekstowy jest obliczalny.

Fakt ten wynika stad, 7e algorytm CYK (dla danej gramatyki bezkontekstowej) mozna
zaimplementowaé¢ w postaci maszyny Turinga. Poniewaz algorytm ten zawsze sie zatrzy-
muje, wiec i taka maszyna nie bedzie sie zapetlac.

Przyktad: Pokazalismy poprzednio, ze jezyk {a"b"c™ : n > 0} nie jest bezkontekstowy.
Zapewne dla wiekszosci Czytelnikow napisanie programu, ktory wezytuje napis i sprawdza
czy jest on postaci a™b"c" nie sprawiloby ktopotu. Pokazemy, jak skonstruowa¢ maszyne
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Turinga, ktéra to robi. Nie podamy jej formalnej definicji (gdyz byloby to nudne), ale
opiszemy jej sposob dziatania. Oto przyktadowa poczatkowa konfiguracja:

[(Flalalalb]b]b[clele[UTOT. .

1. Nasza maszyna najpierw czyta stowo podane na wejsciu i sprawdza czy pasuje ono
do wzorca a*b*c*, przesuwajac gtowice w prawo, az do napotkania pierwszego blanka.
Jezeli stowo na wejsciu nie pasuje do wzorca, to odrzucamy je. Dodatkowo, jezeli na
wejsciu jest dane stowo puste, to od razu je akceptujemy.

[(Flalala bbb clele[UTO]. .

2. W miejsce pierwszego blank’a wstawiamy prawy ogranicznik.

[Flalalalb]o b c]c]c[A]O]- .

3. Nastepnie przejezdzamy glowica w lewo zamieniajac pierwszy napotkany znak a, bi ¢
na blanki. Jezeli ktoregos ze znakow zabrakto, to odrzucamy. Oznacza to, ze znakow
a, b i ¢ nie bylo po réowno.

(Flalalulb]b]u]c]c]ulH][u]...

4. Przesuwamy glowice w prawo, az do prawego ogranicznika, sprawdzajac czy miedzy
ogranicznikami sg jakie$ znaki inne niz blanki.

(FlalalUlb]b]u]e]c]u]H[u]...

W takim przypadku skaczemy do kroku 3 i powtarzamy dwa ostatnie kroki tak dtugo,
az miedzy ogranicznikami pozostang same blank’i.

(Flaluulojujulc|ululd]u]...

(Flalululojululc|ululd]u]...

\?\u\u\u\u\u\u\u\u\u\ﬂu\...
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5. Gdy w koricu miedzy ogranicznikami zostana same blank’i, akceptujemy.

\HH\U\U\H\H\U\u\u\u\?\u\...

[Prezentacja multimedialna: animacja powyzszej maszyny. |

Pokazalismy wlasnie, 7e jezyk {a"b"c™ : n > 0} jest obliczalny, cho¢ wiemy, 7e nie jest
bezkontekstowy. Wynika stad nastepujacy fakt:

Fakt 18. Klasa jezykow obliczalnych zawiera Scisle klase jezykow bezkontekstowych.

Czy kazdy jezyk jest czeSciowo obliczalny? Zdecydowanie nie! Wynika to stad, ze (dla
ustalonego alfabetu wejsciowego 3) maszyn Turinga (z dokladnoscia do izomorfizmu) jest
przeliczalnie wiele. By¢ moze bardziej intuicyjne jest rownowazne stwierdzenie, ze w dowol-
nym jezyku programowania istnieje przeliczalnie wiele programow. Wszak kazdy program
to tylko stowo, a stéw (nad ustalonym alfabetem ) jest przeliczalnie wiele. Natomiast je-
zyki to zbiory stow, czyli wszystkich mozliwych jezykow (nad ustalonym alfabetem X) jest
2N > |N|. Z drugiej strony, kazda maszyna Turinga czy program komputerowy akceptuje
jeden okreslony jezyk. Tak wiec maszyn Turinga czy programéw komputerowych jest za
malo, zeby kazdy jezyk byl czeSciowo obliczalny.

Powyzsze rozumowanie jest poprawne, ale niekonstruktywne  nie dostarcza nam zad-
nego przyktadu jezyka, ktory nie bytby czesciowo obliczalny czy obliczalny. Dalej poznamy
przyktad takiego jezyka.

15.5 Wariacje na temat maszyn Turinga

W literaturze mozna spotka¢ r6zne warianty maszyn Turinga: maszyny z tasma nieskon-
czong w obydwie strony, maszyny w tasma wielo$ciezkowa, maszyny z wieloma tasmami
i glowicami, czy maszyny z dwuwymiarowa plaszczyzng zamiast tasmy. Dalej w naszych
rozwazaniach czasem bedzie nam wygodnie zatozy¢, ze maszyny Turinga posiadaja ktores
7 tych rozszerzen. Wszystkie te modle sa rownowazne przedstawionym tutaj maszynom
Turinga. Nie bedziemy tego formalnie dowodzi¢, ale krotko naszkicujemy odpowiednie
konstrukcje.

Powiedzmy, ze chcieliby$émy mie¢ maszyne wyposazong w k Sciezek, przy czym na i-te]
Sciezce sa zapisane znaki z I';. Glowica bedac w jednym potozeniu moze odczytaé i zapisac
rownoczesnie znaki na wszystkich $ciezkach. Tak naprawde jest to réwnowazne klasycznej
maszynie Turinga z alfabetem $ciezkowym I'y x Iy x -+ x I'y.

Jezeli chcemy, aby tasma byta nieskoniczona w obie strony, to wystarczy, ze zlozymy ja
(w miejscu rozpoczecia wejscia) na pot i skleimy w tasme dwusciezkowa. Taka maszyna
bedzie w kazdym kroku uwzglednia¢ i modyfikowaé tylko jedng z dwoch sciezek. Dodatkowo
wiec automat sterujacy glowica musi pamietac¢ nad ktorg $ciezka znajduje sie glowica.

Jesli chcieliby$my mie¢ wiele tasm i glowic, to symulujemy to na maszynie z jedna
glowica i wieloma Sciezkami. Potrzebujemy tasmy o dwukrotnie wiekszej liczbie $ciezek.
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Potowa 7z nich bedzie nam shizyé¢ do przechowywania zawartosci taémy symulowanej ma-
szyny, a potowa bedzie przeznaczona na znaczniki wskazujace potozenia odpowiednich
gltowic. Oczywidcie symulacja jednego kroku takiej maszyny moze wymagaé przejrzenia
wiekszego fragmentu taémy i trwa¢ odpowiednio dtugo. Niemniej jest to wykonalne.

15.6 Podsumowanie

W tym wykladzie poznaliSmy maszyny Turinga — model obliczeniowy réwnowazny pro-
gramom komputerowym. Poznali§my tez definicje klas jezykow obliczalnych i czesciowo
obliczalnych, ktore zbadamy blizej w kolejnym wyktadzie.

15.7 Skorowidz

e Czesciowa obliczalnos$é jezyk jest obliczalny, gdy istnieje maszyna Turinga
akceptujaca go. Nie musi ona zatrzymywac sie dla stow spoza jezyka.

e Maszyna Turinga to teoretyczny model oddajacy pojecie obliczalnosci.

e Obliczalno$é — jezyk jest obliczalny, gdy istnieje taka maszyna Turinga akceptujaca
go, ktora zawsze sie zatrzymuje.

e Uniwersalna maszyna Turinga to maszyna Turinga, kt6ra moze symulowaé kazda

inng maszyne Turinga na podstawie jej opisu oraz przetwarzanych przez nig danych.

15.8 Praca domowa

1. Opisz maszyne Turinga akceptujaca jezyk {ww : w € {a,b}}. Maszyna ta nie moze
zapetla¢ sie. Zasymuluj jej dzialanie dla stowa abbabb.
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Wyktad 16. Jezyki obliczalne, czeSciowo obliczalne i nie-
obliczalne

W poprzednim wyktadzie poznalismy definicje jezykow obliczalnych i czesciowo obliczal-
nych. Jak dotad, wszystkie przyktady jezykow, jakie rozwazaliSémy byty obliczalne. Po-
znamy teraz przyklady jezykow, dla ktorych problem przynaleznosci stow do jezyka nie
jest obliczalny, a nawet nie jest czesciowo obliczalny.

Poznamy tez hierarchie Chomsky’ego, hierarchie klas jezykow, ktora podsumowuje
wiekszo$¢ poznanych przez nas klas jezykow i formalizmow.

16.1 Problem stopu

Mowilismy wezesniej o uniwersalnej maszynie Turinga. Sprecyzujmy jej posta¢. Ustalamy
alfabet wejsciowy 3 = {0,1,$}. Uniwersalna maszyna Turinga symuluje dzialanie danej
innej maszyny Turinga na podstawie jej opisu oraz jej wej$cia. Zardéwno opis symulowa-
nej maszyny, jak i jej wejScie maszyna uniwersalna otrzymuje na swoim wejsSciu w postaci
ciggow zer i jedynek. Wymaga to zakodowania opisu symulowanej maszyny Turinga jako
(ciagu bitow) stowa nad alfabetem {0,1}. Nie opisujemy tutaj takiego kodowania, tylko
zakladamy, 7e takie kodowanie jest ustalone. (Jest to problem czysto techniczny.) Po-
dobnie, symulowana maszyna moze operowa¢ na stowach nad innym alfabetem niz {0, 1}.
Zakladamy ze stowa te sg, w miare potrzeby, niejawnie kodowane — to ze znaki dowolnego
alfabetu mozna zakodowaé¢ jako ciggi bitow odpowiedniej dlugosci jest oczywiste. Uni-
wersalng maszyne Turinga bedziemy oznaczaé przez U. Przyjmujemy, ze akceptuje ona
nastepujacy jezyk:
L(U) = {kod M$x : z € L(M)}

Wynik dziatania maszyny uniwersalnej jest doktadnie taki sam, jak wynik dziatania symu-
lowanej maszyny M dla danego stowa z.

Problem stopu to problem decyzyjny polegajacy na stwierdzeniu, czy dana maszyna
Turinga M zatrzyma sie dla danego stowa z. Problem ten mozemy zdefiniowa¢ w formie
jeryka:

STOP = {kod M$x : M zatrzymuje sie dla stowa z}

Fakt 19. Jezyk STOP jest czeSciowo obliczalny.

Dowo6d: Maszyna Turinga Mgrop akceptujaca jezyk STOP to prosta przerobka maszyny
uniwersalnej. Msrop dziala tak samo jak U, z ta ro6znica, ze gdy maszyna symulowana
odrzuca (a wiec zatrzymuje sie), to Mgrop akceptuje. O

Maszyna Msrop nigdy nie odrzuca, natomiast zapetla sie gdy symulowana maszyna sie
zapetla.

Tw. 6. Jezyk STOP nie jest obliczalny.
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Dow6d: Dowdd przebiega nie wprost. Zalozmy, ze istnieje maszyna Turinga M’, ktéra
akceptuje jezyk L(M') = STOP i zawsze sie zatrzymuje. Niech maszyna M” bedzie wyni-
kiem przerobki M': M” dostaje na wejsciu kod maszyny M i dziata tak jak M’ dla stowa
kod M$kod M, przy czym jesli M’ odrzuca, to M" akceptuje, a jesli M’ akceptuje, to M”
zapetla sie. Tak wiec

L(M") = {kod M : M zapetla sie dla kodu M}

Poniewaz M" nie odrzuca, wiec zatrzymuje sie dla kodu M, wtw., gdy M nie zatrzymuje
sie dla wlasnego kodu. Czy M” zatrzyma sie dla wlasnego kodu? Jesli sie zatrzymuje i
akceptuje, to tym samym powinna sie zapetli¢. I na odwrot, jezeli sie zapetla, to powinna
zaakceptowaé¢ swoj wlasny kod. Sprzecznosé. Tak wiec zalozenie, ze jezyk STOP jest
obliczalny jest falszywe. 0O

16.2 Wlasnosci klasy jezykéw obliczalnych i czeSciowo obliczal-
nych

Poznalismy przyktad jezyka, ktory nie jest obliczalny. Dalej poznamy przyktad jezyka,
ktory nie jest nawet czeSciowo obliczalny. Wezesniej jednak poznajmy troche wlasnosci
jezykow obliczalnych i czesciowo obliczalnych.

Fakt 20. Jesli A i A sq czesciowo obliczalne, to A jest obliczalny.

Dowéd: Powiedzmy, ze mamy dwie maszyny Turinga, M, i M,, akceptujace odpowiednio
A'i A. Mozemy skonstruowa¢ maszyne M (z dwoma §ciezkami i glowicami), ktora bedzie
symulowaé¢ réwnoczesnie dziatanie M; i M. Maszyna ta patrzy, ktora z maszyn M; i M,
zaakceptuje stowo i odpowiednio akceptuje lub odrzuca. Poniewaz ktoéras z maszyn M,
M;, musi zaakceptowaé, wiec M nie zapetla sie. O

Fakt 21. Jezyk STOP nie jest czesciowo obliczalny.

Dowéd: Wiemy, ze STOP jest czesciowo obliczalny. Gdyby STOP byl czesciowo obli-
czalny, to STOP bylby obliczalny, a wiemy, ze taki nie jest. O

16.3 Gramatyki ogolne (typu 0)

Jak dotad, dla kazdej poznawanej klasy jezykéw mieliSmy dwa réwnowazne modele —
jeden nastawiony na opisywanie sktadni i jeden na modelowanie obliczen. Czy istnieje
formalizm nastawiony na opisywanie sktadni réwnowazny maszynom Turinga? Tak. Sa
to Gramatyki ogolne (tzw. typu 0). Ich definicja jest analogiczna do definicji gramatyk
bezkontekstowych, ale po obu stronach produkcji moga staé¢ stowa.

Def. 52. Gramatyka ogdlna (typu 0), to dowolna taka czworka G = (N, X, P, S), gdzie:
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e N to (skoriczony) alfabet symboli nieterminalnych,

¥ to (skoriczony) alfabet symboli terminalnych, YN N =0,

P to skonczony zbior produkcji, regut postaci o« — f dla o, f € (N UX)*,
e S € N to aksjomat wyr6zniony symbol nieterminalny.

O

Produkcja o — (3 pozwala w trakcie wyprowadzenia zamieni¢ dowolne podstowo a na
(. Definicje wyprowadzenia i jezyka generowanego sa analogiczne do tych dla jezykow
bezkontekstowych. Jednak sita wyrazu gramatyk ogélnych jest duzo wieksza.

Tw. 7. Niech A C ¥* bedzie jezykiem. Nastepujgce dwa stwierdzenia sq rownowazne:
o A= L(M) dla pewnej maszyny Turinga M, czyli A jest czesciowo obliczalny,

o A= L(G) dla pewnej gramatyki ogdlnej (typu 0).

Szkic dowodu: Nie bedziemy tutaj szczegbtowo dowodzi¢. Dowdd przebiega przez po-
kazanie implikacji w obie strony.

e Majac dang gramatyke og6lna mozemy skonstruowa¢ maszyne Turinga, ktora be-
dzie konstruowa¢ wszystkie mozliwe wyprowadzenia, w kolejno$ci wg. rosnacej ich
dhugosci. Jedli stowo dane na wejSciu ma wyprowadzenie, to zostanie ono w koncu
skonstruowane i maszyna wowczas zaakceptuje to stowo. Jezeli nie, a wszystkich moz-
liwych wyprowadzen jest nieskonczenie wiele, maszyna zapetli sie. Niemniej bedzie
ona akceptowad jezyk generowany przez dang gramatyke.

e Majac dang maszyne Turinga mozemy skonstruowaé¢ gramatyke, ktora bedzie sy-
mulowaé¢ dziatanie maszyny wspak. Stowo pojawiajace sie w wyprowadzeniu bedzie
reprezentowac zawartosé tasmy, z wstawionym w odpowiednim miejscu znacznikiem
reprezentujacym potozenie gtowicy i stan maszyny. Dla kazdego mozliwego ruchu ma-
szyny mamy produkcje cofajaca go. W tworzonej gramatyce mozemy wyprowadzi¢
7 aksjomatu wszystkie stowa reprezentujace konfiguracje akceptujace (jest to jezyk
regularny), nastepnie mozemy stosowa¢ produkcje cofajace nas w obliczeniach. Na
koniec, jesli mozemy doj$é¢ do konfiguracji poczatkowej maszyny, to mamy produkcje
usuwajace znaczniki i pozostawiajace stowo dane na wejsciu.

Tak wiec mozemy wyprowadzi¢ doktadnie te stowa, dla ktorych istnieja obliczenia

akceptujace je. O

Zauwazmy jednak, ze jezyk generowany przez gramatyke ogélng moze by¢ nierozstrzy-
galny. Jest tak dlatego, ze dla kazdego jezyka czeSciowo obliczalnego mamy generujaca go
gramatyke ogo6lna, ale nie kazdy jezyk czesciowo obliczalny jest obliczalny.
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16.4 Gramatyki kontekstowe

Gramatyki kontekstowe to takie gramatyki ogolne, w ktorych prawe strony produkcji nie
sa krotsze od lewych.

Def. 53. Gramatyka kontekstowa, to dowolna taka czworka G = (N, X, P, S), gdzie:

e N to (skoriczony) alfabet symboli nieterminalnych,

e Y to (skoriczony) alfabet symboli terminalnych, XN N = (),

P to skoriczony zbior produkcji, regul postaci « — G dla o, 5 € (NUX)*, |B] > |af i
aF# e,

e S € N to aksjomat wyroézniony symbol nieterminalny.

O

Def. 54. Powiemy, ze jezyk A jest kontekstowy, jezeli istnieje generujaca go gramatyka
kontekstowa. O

Klasie jezykow kontekstowych odpowiadaja maszyny Turinga ograniczone liniowo i gra-
matyki kontekstowe. Maszyny Turinga ograniczone liniowo to takie maszyny, ktorych gto-
wica nie wyjedzie dalej niz (o jeden znak za) stowo dane na wejsciu. Inaczej mowiac, sa to
maszyny, ktore dysponuja pamieciag proporcjonalng do dhugosci stowa danego na wejsciu.

Fakt 22. Dia kazdego jezyka bezkontekstowego istnieje generujgca go (z dokltadnoscig do
e) gramatyka kontekstowa. Inaczej mowige, klasa jezykow kontekstowych zawiera w sobie
klase jezykow bezkontekstowych.

Dowdéd: Zauwazmy, ze gramatyki bezkontekstowe w postaci normalnej Chomsky’ego sa
rownoczesnie gramatykami kontekstowymi. O

Przyklad: Jezyk {a"b"c® : n > 1} jest nie tylko obliczalny, ale i kontekstowy. Oto
generujaca go gramatyka:

S — abc| XaAbBC

Xa — aX

Xb — bX

Xec — X
XA — aAX |aX
XB — bBX |bX
XC — ¢YCece

cY — Ye

BY — YB

bY — Y0

AY — XA
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Oto przyktadowe wyprowadzenie stowa aaabbbcce:

S — XdadAbBC — aXAbBC —  aaAXbBC —
— aaADXBC — aaAbbBXC — aadAbbBXC —
—  aaAbbBcYC' — aaAbbBY cC' — aaAbbY BeC'  —
—  aaAbYbBcC — aaAYbbBcC' — aaXAbbBcC —
— aaaXbbBcC' — aaabXbBcC — aaabbX BcC —
—  aaabbbXcC — aaabbbcXC — aaabbbcee

Fakt 23. Jezyki generowane przez gramatyki kontekstowe sq obliczalne.

Dowé6d: Dla gramatyki liniowej dtugosé stowa w wyprowadzeniu nie moze male¢. Mozna
wiec przesledzi¢ wszystkie mozliwe do wyprowadzenia stowa o dtugosci nie przekraczajacej
dhugodci danego na wejsciu stowa. O

16.5 Hierarchia Chomsky’ego

Hierarchia Chomsky’ego to hierarchia czterech poznanych przez nas klas jezykow. Zostata
ona stworzona przez Noama Chomsky’ego w ramach jego badan lingwistycznych. Sa to
jezyki: regularne, bezkontekstowe, kontekstowe i czesciowo obliczalne. Kazdej 7z tych klas
odpowiada jeden rodzaj gramatyk. Odpowiadaja im gramatyki: liniowe, bezkontekstowe
kontekstowe i ogolne. Réwnoczesnie tym samym klasom odpowiadaja cztery r6zne modele
obliczeniowe: automaty skonczone, automaty stosowe oraz maszyny Turinga (ograniczone
liniowo i dowolne). To, ze niezaleznie stworzone modele do opisu jezykow odpowiadaja
tym samym klasom wskazuje na ich gtebsze znaczenie.

Zwyczajowo klasy jezykow tworzace hierarchie Chomsky’ego sa oznaczane liczbami od
0 do 3. Nastepujaca tabelka podsumowuje hierarchie Chomsky’ego oraz pozostate klasy
jezykow, ktore poznaliémy w trakcie tego kursu. Sa one podane w kolejnosci od klasy
najszerszej do najwezszej.

Nr | Gramatyki Maszyny Jezyki
0 | ogo6lne maszyny Turinga czesciowo obliczalne
2 Turi .
— | — mas7yny, urnga obliczalne
7 wlasnoécia stopu
2 Turi
1 | kontekstowe maszyny “uringa kontekstowe
ograniczone liniowo
2 | bezkontekstowe automaty stosowe bezkontekstowe
liniowe oraz )
3 automaty skonczone regularne
WZzOrce

16.6 Podsumowanie

W tym wyktadzie poznalismy przyktady jezykow, ktore nie sa, odpowiednio, obliczalne i
czeéciowo obliczalne. Jest to problem stopu i jego dopelnienie. Poznaliémy tez grama-
tyki ogolne i kontekstowe. Gramatyki ogélne sa rownowazne maszynom Turinga i opisuja
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doktadnie klase jezykow czesciowo obliczalnych. Poznane przez nas w trakcie tego kursu
gramatyki i klasy jezykow (liniowe/regularne, bezkontekstowe, kontekstowe i cze$ciowo ob-
liczalne/ogolne) tworza hierarchie Chomsky’ego. Hierarchia ta podsumowuje wiekszo$¢
poznanych przez nas klas jezykow, z wyjatkiem klasy jezykow obliczalnych.

16.7 Skorowidz

e Gramatyki kontekstowe to takie gramatyki ogblne, w ktorych prawe strony pro-
dukcji nie s krotsze od lewych.

e Gramatyki ogélne (typu 0) to gramatyki, w ktorych po obu stronach produkcji
moga sta¢ dowolne stowa.

e Hierarchia Chomsky’ego to hierarchia czterech klas jezykow: regularnych, bez-
kontekstowych, kontekstowych i czeSciowo obliczalnych, ktorym odpowiadaja cztery
rodzaje gramatyk: liniowe, bezkontekstowe, kontekstowe i ogolne. Zobacz takze ar-
tykut w Wikipedii.

e Problem stopu to jezyk (lub rownowaznie problem decyzyjny) ztozony z tych kodow
maszyn Turinga M i stow x, ze M zatrzymuje sie dla z. Jezyk ten jest czeSciowo
obliczalny, ale nie obliczalny. Jego dopelnienie nie jest nawet cze$ciowo obliczalne.

16.8 Praca domowa
Napisz program, ktory wypisuje swoj wlasny kod zrodtowy. Uwaga:

e Program ma wypisywaé swoj kod zrodlowy po skompilowaniu, usunieciu pliku zro-
dtowego i uruchomieniu.

e Dopuszczalny jest dowolny, powszechnie dostepny, kompilowany jezyk programowa-
nia (np. C, C++, Java, Pascal). Nie moze to by¢ jednak jezyk, w ktorym kod
skompilowany zawiera literalnie kod zrodlowy.

e Pusty plik nie jest dobrym rozwigzaniem.
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