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Plan wyktadu:

® podstawy metody ,zachtannej”,

® problem plecakowy:
— w wersji ciagtej,

— w wersji dyskretnej,

algorytm Dijkstry,

algorytm Kruskala,

algorytm budowy drzewa kodu Huffmana,

podejscie ,,zachtanne” a algorytmy genetyczne.
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Podstawy metody ,,zachtannej”
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Podstawy metody ,.zachfannej”

W kazdy kroku dziatania algorytmu, w ktérym trzeba dokonac
wyboru, wybieramy zawsze rozwigzanie lokalnie optymalne, tj. takie,
ktore w danej chwili dziatania algorytmu jest najlepsze wzgledem pewnej
miary. Przy ,odrobinie szczescia”, takie postepowanie prowadzi do

rozwigzania globalnie optymalnego.

Rozwigzanie Rozwigzanie Rozwigzanie
lokalnie \::} lokalnie \:} |::> lokalnie
optymalne optymalne optymalne

S 7
—

Rozwigzanie
globalnie

optymalne
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Problem plecakowy
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Problem plecakowy — w wersji ciagtej

Szkic. W skarbcu pewnego banku znajduje sie n skrzyn si1,s2,...,sn, z ktérych kazda zawiera
odpowiednio k1, ko, ..., ky kilograméw rozdrobnionego kruszcu o wartosci rynkowej
c1,c2,...,cn ztotych za kilogram. Ztodziej, ktéry przedostat sie do skarbca, zamierza wynies¢ w
plecaku tadunek o jak najwiekszej wartosci, jednak bezpieczna ucieczka wymaga od niego duzej

sprawnosci, co ogranicza ilo§¢ przenoszonego tadunku do m kilograméw. Jak powinien

zapakowac swéj plecak?

Przyktad.

rozwigazanie zachtanne i optymalne

optymalna
wartosc
> tadunku
575z

A vy
s1/ 20 #t/kg sz / 15 #A/kg sz / 10 #t/kg plecak / 40 kg
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Problem plecakowy — w wersji dyskretnej

Szkic. W skarbcu pewnego banku znajduje sie n przedmiotéw p1,p2,...,pn, z ktérych kazdy
wazy odpowiednio k1, ko, ..., ky kilograméw, i ktérych warto$¢ rynkowa wynosi c1,c2,...,cn
ztotych za kilogram. Ztodziej, ktéry przedostat sie do skarbca, zamierza wynie$s¢ w plecaku
tadunek o jak najwiekszej wartosci, jednak bezpieczna ucieczka wymaga od niego duzej
sprawnosci, co ogranicza ilo§¢ przenoszonego tadunku do m kilograméw. Jak powinien

zapakowac swéj plecak?
Przyktad.

rozwigzanie zachtanne rozwigzanie optymalne

N

wartosc
tadunku
425 #

- — )

P1 P2 P3 plecak / 40 kg plecak / 40 kg
20 zt/kg 15 #/kg 10 zt/kg

optymalna
wartosc
tadunku
475 #
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Algorytm Dijkstry
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Algorytm Dijkstry

Definicja. Drzewem rozpinajacym ST (G) grafu nieskierowanego G = (V, E) nazywamy
podgraf-drzewo G’ = (V, E’) grafu G taki, ze dowolne dwa wierzchotki u,v € V' s3 potaczone
droga w grafie G'.

Przyktad.
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Algorytm Dijkstry

Definicja. Drzewem rozpinajacym ,,najkrétszych sciezek” z wyréznionego wierzchotka Zrédtowego
s nazywamy drzewo rozpinajace ST (G) grafu nieskierowanego z wagami G = (V, E, f), gdzie
f: E — NT takie, ze dla kazdego wierzchotka u € V i u # s, suma krawedzi na drodze z

wierzchotka s do wierzchotka u w drzewie ST (G) jest nie wieksza od sumy krawedzi na dowolnej
z drég taczacych wierzchotki s i u w grafie G.

Problem. W zadanym grafie nieskierowanym z wagami G = (V, E, f), gdzie f : E — NT,

wyznaczy¢ drzewo rozpinajgce najkrétszych Sciezek z wyrdznionego wierzchotka zrédtowego
seV.

Przyktad.
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Algorytm Dijkstry

Idea algorytmu Dijkstry. Zbiér wierzchotkéw grafu wejsciowego G = (V, E, f) dzielimy na trzy
roztaczne podzbiory Vi, Vo, V3 takie, ze V3 U Vo U V3 =V oraz:

® V1 — zbiér wierzchotkéw ,,zaakceptowanych”, dla ktérych ustaliliSmy juz minimalng odlegtos¢
od wierzchotka Zzrédtowego s, poczatkowo Vi = 0,

® V5 — zbiér wierzchotkéw ,,analizowanych”, dla ktérych aktualnie ustalamy odlegtos¢ od
wierzchotka zrédtowego s, poczatkowo Vo = {s},

® V3 — zbiér wierzchotkéw ,,nieanalizowanych”, dla ktérych jeszcze nie rozpoczeliSmy procesu
ustalania odlegtosci od wierzchotka zrédtowego s, poczatkowo V3 = V' \ {s}.

Tworzymy dwie tablice pomocnicze rozmiaru |V| kolejno dist i parent, gdzie:

® d[u] — dtugos¢ aktualnie najkrétszej $ciezki z wierzchotka zrédtowego s do wierzchotka wu,
poczatkowo d [s] =0, w p.p. d[v] = oo,

® p[u| — poprzednik wierzchotka u na aktualnie najkrétszej éciezce z wierzchotka zrédtowego

s do wierzchotka u, poczatkowo p[s| = s, w p.p. p[v] = null.
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Algorytm Dijkstry

Idea algorytmu Dijkstry (c.d).
Dopéki zbiér Vo nie jest pusty:
® wybieram ze zbioru V2 wierzchotek u najblizszy wierzchotkowi zrédtowemu s,

® dla kazdego wierzchotka v sasiedniego z wierzchotkiem wu:

— Jjezeli v € V3, sprawdzamy, czy nowa droga z s do v przez u nie jest krétsza od
dotychczasowej (ew. aktualizujemy d [v] i p [v]),

— jezeli v € V3, wyznaczmy dtugo$¢ drogi z s do v przez u i wykonujemy V3 = V3 \ {v} i
Vo = Vo U {v}, aktualizujemy d[v] i p[v],

® wykonujemy Vo = Vo \ {u} i V1 = V1 U{u}.

Drzewo rozpinajace najkrétszych Sciezek z wyréznionego wierzchotka zrédtowego s € V

odczytujemy z tablic d oraz p.

Pytanie. Jaka jest ztozono$¢ czasowa algorytmu Dijkstry dla grafu wejéciowego G = (V, E, f),
gdzie |V | = n, jezeli rozwazym implementacje zbioru Vo w kolejce priorytetowej zapisanej w

kopcu binarnym?
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Algorytm Dijkstry

Przyktad — pierwszy krok algorytmu.
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Algorytm Dijkstry

Przyktad — drugi krok algorytmu.
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Algorytm Dijkstry

Przyktad — trzeci krok algorytmu.
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Algorytm Dijkstry

Przyktad — ostatni krok algorytmu, rozwigzanie.

Drzewo najkrotszych sciezek
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Algorytm Kruskala
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Algorytm Kruskala

Definicja. Minimalnym drzewem rozpinajacym M ST (G) grafu nieskierowanego z wagami
G = (V, E, f) nazywamy dowolne drzewo rozpinajace tego grafu, ktérego suma krawedzi
sktadowych jest nie wieksza od sumy krawedzi sktadowych kazdego drzewa rozpinajacego grafu G.

Przyktad.
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Algorytm Kruskala

Algorytm Kruskala. Niech G = (V, E, f) bedzie niezorientowanym grafem z wagami, gdzie
|E| =k, |V| =n, oraz:

® pq — kolejka priorytetowa zawierajgca wszystkie krawedzie grafu G zgodnie z porzadkiem

wag,

® U — poczatkowy podziat zbioru wierzchotkéw grafu, tj. U = {{v1},{va},...,{vn}},

wtedy

MinimumSpanningTree Kruskal(Graph g) {
Edge e;
MinimumSpanningTree MST;

while (not empty(pq)) {
e=min(pq) ;
pg=delmin(pq);
if (find(U,e.u) !'=find(U,e.v)) {
U=union(find (U,e.u) ,find(U,e.v));
MST=Dodaj_krawedz (MST,e); }
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Algorytm Kruskala

Przyktad — pierwszy krok algorytmu.

U={{A}{B}{C} {D}{E}, U={{A}{B}{C},{D}{E},
{Fr AGHAHF AT {F3 AGHAHI}}
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Algorytm Kruskala

Przyktad — drugi krok algorytmu.

U={{A},{B} {C},{D} {E}, U=1{{A,B},1C},{D}{E},
{Fy AGHAH,I}} {F3AG)AH,I}}
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Algorytm Kruskala

Przyktad — trzeci krok algorytmu.

U={{A,B}{C} {D} {E}, U={{A,B}{C} {D}{E},
{Fr AGHAHI}} {FH.I}{G}}
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Algorytm Kruskala

Przyktad — ostatni krok algorytmu, rozwigzanie.

U={{A,B,C,F,GH,I},{D,E}} U={A,B,C,D,E,F,GH,I}
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Algorytm Kruskala

Ztozono$¢ rozwigzania. Niech G = (V, E, f) bedzie niezorientowanym grafem, gdzie |E| = k,

V| = n, gdzie:

® implementacja kolejki priorytetowej — kopiec typu min realizowany w tablicy,

® implementacja struktury Find-Union — drzewa n-arne z balansowaniem i kompresja Sciezek,
wtedy:

® koszt utworzenia kolejki priorytetowej — O (k) ,

® koszt k operacji kolejki priorytetowej min — k- O (1) = O (k),

® koszt k operacji kolejki priorytetowej delmin — k- O (Igk) = O (klgk),

® koszt przemieszanych operacji struktury Find-Union, 2k + 2 (n — 1) operacji find oraz
n — 1 operacji union — O ((2k+2(n—1)4+n—1)I1g* (n—1)) = O (klg* k).

Ostatecznie O (k) + O (k) + O (klgk) + O (klg* k) = O (klgk).
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana

Problem. Niech X bedzie alfabetem sktadajacym sie z n znakéw. Dla danego tekstu A,
zapisanego przy uzyciu k znakéw ze zbioru X, podac¢ jednoznaczna reprezentacje bitowa o jak
najmniejszej dtugosci.

Rozwigzanie — stata dtugos$¢ stowa kodujacego. Kazdy znak alfabetu kodujemy

réznowartoséciowo przy uzyciu [lgn| bitédw. Dtugosé reprezentacji bitowej tekstu k - [lgn].

Przykfad. X = {a,b,c,d, e}, A = abbabacadeaaa, wtedy jednoznaczny kod binarny statej
dtugosci dla znakéw alfabetu moze mie¢ postac np.:
a 000,
b 001,
010,
011,
100.

Zatem dtugosc jednoznacznej reprezentacji bitowej tekstu A jest réwna 13 - 3 = 39 bitow.
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana

Rozwigzanie — zmienna dtugo$¢ stowa kodujacego. Dla kazdego znaku alfabetu wyznaczamy

czestos$¢ wystepowania w tekscie A. Na tej podstawie dobieramy kod znakéw zgodnie z reguta
mowiaca, ze:

® znakom wystepujacym najczesciej przypisujemy najkrétsze stowo kodowe,

® znakom wystepujacym najrzadziej przypisujemy najdtuzsze stowo kodowe.

Przykfad. X = {a,b,¢,d, e}, A = abbabacadeaaa, stad a — 7,b —3,c —1,d—1,e — 1,
jednoznaczny kod binarny zmiennej dtugosci dla znakéw alfabetu moze mie¢ postac np.:

a 0,

b 10,
110,

d 1110,

e 1111.

Zatem dtugosc jednoznacznej reprezentacji bitowej tekstu A jest
7-14+43-2+1-34+1-4+1-4 =24 bity.
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana

Definicja. Kod binarny o zmiennej dtugosci stowa kodujacego, dla alfabetu X = {e1,e2,...,en},
nazywamy kodem prefiksowym, gdy kod binarny zadnego ze znakéw e; nie jest prefiksem kodu

kazdego ze znakéw e;, gdzie 1 < ¢,5 <nit# j.

Zadanie. Podaj przyktad kodu binarnego o zmiennej dtugosci dla alfabetu ¥ = {a,b, ¢, d, e},
ktory:

® jest nie jest kodem prefiksowym,
® jest kodem prefiksowym.

Definicja. Prefiksowy kod binarny dla alfabetu X i tekstu kodowanego A nazywamy kodem
Huffmana, gdy dtugos$c¢ jednoznacznej reprezentacji bitowej tekstu A dla dowolnego innego kodu
prefiksowego jest co najmniej rowna dtugosci jednoznacznej reprezentacji bitowej tekstu A dla
tego kodu.

Twierdzenie. Kod Huffmana jest optymalnym (pod wzgledem dtugosci jednoznacznej
reprezentacji bitowej tekstu) kodem o zmiennej dtugosci stowa kodowego dla ustalonego alfabetu
> | tekstu kodowanego A.
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana

Drzewo kodu Huffmana. Lokalnie petne drzewo binarne dla ustalonego alfabetu X i tekstu
kodowanego A, w ktérym:

® etykiety wierzchotkédw zewnetrznych reprezentuja czesto$¢ wystepowania znakéw w tekscie,

® ectykiety wierzchotkéw wewnetrznych odpowiadajg sumie czestosci wystepowania wszystkich
znakéw w tekscie dla poddrzewa danego wierzchotka,

dla kazdego wierzchotka wewnetrznego etykieta jego lewego i prawego nastepnika jest
odpowiednio nie wieksza i nie mniejsza od etykiety tego wierzchotka,

krawedzie lewostronne i prawostronne drzewa etykietowane sa odpowiednio 0 oraz 1.
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana

Przyktad. Drzewo kodu Huffmana dla tekstu A zawierajacego 15 znakéw a oraz po 5 znakéw b,
c, die.
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana

Algorytm. Niech pq bedzie kolejka priorytetowa drzew kodu Huffmana. Poczatkowo kolejka
zawiera las jednowierzchotkowych drzew reprezentujacych znaki z alfabetu X i ich czestos¢

wystepowania w ustalonym tekscie A, wtedy:

HTreeNode HuffmanTree(PriorityQueue pq) {
HTreeNode x,y;

x=min(pq) ; pg=delmin(pq) ;
while (not empty(pq)) {
y=min(pq) ; pg=delmin(pq) ;

pg=insert (pq,potacz(x,y));

x=min(pq) ; pg=delmin(pq) ;
+

return x;

}

Pytanie. Jaka jest ztozonos$¢ czasowa algorytmu HuffmanTree dla alfabetu sktadajacego sie z n

znakéw?
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana

Przyktad. Budowa drzewa kodu Huffmana dla tekstu A zawierajacego 1 znak a, 3 znaki b, 6

znakéw ¢, 7 znakdéw d oraz 8 znakdw e.

® Poczatkowy stan kolejki priorytetowej pq.

® Pierwszy krok algorytmu.

>
@‘@
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana
Przyktfad (c.d.).

® Drugi krok algorytmu.

O &
e

® Trzeci krok algorytmu.
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Algorytm budowy drzewa kodu Huffmana
Przyktad (c.d.).

® (Czwarty krok algorytmu i postac finalna drzewa kodu Huffmana.
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Podejscie ,,zachtanne” a algorytmy genetyczne
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Podejscie zachtanne a algorytmy genetyczne

Problem odkodowania obrazu. Dany jest zakodowany, k schematami zabezpieczeh z btedem
poczatkowym e = 0, obraz cyfrowy P oraz k algorytméw Aq, As, ..., Ar odkodowujacych
wtasciwy im schemat zabezpieczen. Obraz P* jest przyblizeniem obrazu zrédtowego P z btedem

e >0, gdzie P* = A;, <A7;k_1 (... A (P).. )) oraz iy,%,_1,...,11 bedacego dowolna

permutacja ciggu liczb K,k — 1,...,1.Dla kazdego z algorytméw A; okreslono funkcje btedu
odkodowania f; : RT U {0} — RT U {0}, ktérej argumentem jest wstepny btad odkodowania
poprzedzajacy wykonanie algorytmu A;. Podaé¢ permutacje liczb £,k — 1,...,1 taka, ze
ostateczny btad €* odkodowania obrazu P, tj. bfad operacji A;, (Aq;k_l (...A; (P).. )) jest

minimalny z mozliwych.

—
Algorytm Algorytm Algorytm
i-ty ik-1-SZY i1-sZy
R

nal
Il
=

Funkcija btedu
algorytmu

Pytanie. Czy prosta strategia zachtanna jest poprawnym rozwigzaniem dla powyzszego
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problemu?
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Podejscie zachtanne a algorytmy genetyczne — kodowanie osobnikow

Definicja. Przestrzenig rozwigzan A nazywamy zbiér wszystkich mozliwych odpowiedzi dla

zadanego problemu.

Pytanie. Co jest przestrzenig rozwigzah dla problemu odkodowania obrazu?
Pytanie. Jaka jest moc przestrzeni rozwigzan dla problemu odkodowania obrazu?
Definicja. Osobnikiem nazywamy dowolny element « przestrzeni rozwiazan.
Definicja. Chromosomem CH («) nazywam implementacje osobnika o« € A.

Przyktad. Dla zadania odkodowania obrazu przyjmiemy nastepujaca postaé chromosomu

C’H(a)z[ik iho1 dp—z ... d2 i1 |,

gdzie 14,15 _1,...,%1 jest dowolna permutacja ciagu liczb £,k —1,...,1.

Definicja. i-tym genem G (CH (&) ,i) nazywam i-ty element chromosomu reprezentujacego

osobnika o € A.
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Podejscie zachtanne a algorytmy genetyczne — proces selekcji

Definicja. Funkcja przystosowania adapt : A — [0, 1] nazywam wybrang funkcje determinujaca
przydatnos$¢ osobnika w odniesieniu do kryteriéw poszukiwanego rozwigzania.

Przyktad. Dla zadania odkodowania obrazu przyjmiemy nastepujaca postac funkgji
przystosowania osobnika a € A, dla CH (a) = [ i Ig—1 lg—9 ... 19 11 }

1
adapt (@) = ——.

gdzie €* jest btedem odkodowania obrazu P, dla operacji A;, (Aq;k_l (...A; (P).. ))

Definicja. i-elementowa populacja nazywamy dowolny multizbiér POP (A, ), ktérego
elementami s3 osobniki a € A.

Definicja. Operatorem selekcji probabilistycznej select nazywa funkcje

)
adapt (o)

> adopt(9)

BEPOP(A,i)

select (POP (A,i)) = ¢ o € POP (A,i) : Pr( wystgpienie o) =

\

gdzie select (POP (A, 1)) jest i-elementowym multizbiorem.
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Podejscie zachtanne a algorytmy genetyczne — proces krzyzowania

Definicja. j-elementowym operatorem krzyzowania cross (POP (A,i),j), gdzie 0 < j <7 jest
liczba parzysta, nazywam funkcje, ktéra dla j losowo wybranych osobnikéw {1, a2,...,a5} z
populacji POP (A, 1), krzyzuje chromosomy osobnikéw o, ;41 il =1,3,...,5 — 1 tak, ze

k gendw

I
1 punkt krzyzowania
I

gdzie punkt krzyzowania wybierany jest losowo z przedziatu dyskretnego [1, k].
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Podejscie zachtanne a algorytmy genetyczne — proces mutacji

Definicja. Operatorem mutacji mutation (POP (A,1),prob) nazywamy funkcje, ktéra dla
kazdego osobnika « populacji POP (A, ) z zadanym prawdopodobienstwem prob zamienia
miejscami losowo wybrane geny osobnika a, G (CH (&), s) oraz G (CH («),t), gdzie
1<s5,t<k
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Podejscie zachtanne a algorytmy genetyczne

Uniwersalny schemat algorytmu genetycznego. Niech n bedzie liczba osobnikéw w populacji,
time liczba iteracji procesu reprodukgji (liczba analizowanych pokolen), cross nr liczba
osobnikéw uczestniczacych w procesie krzyzowania oraz prob prawdopodobienstwem wystapienia

procesu mutacji

Individual GA(int n, int time, int cross_nr, real prob) {
Individual Population[n];

int 1i=0;
GeneratePopulation(Population); // utworzenie populacji poczatkowe]j

for (i=0;i<time;i++) {
Population=Select (Population); // operator selekcji

Population=Cross(Population,cross_nr); // operator krzyzowania

Population=Mutation(Population,prob); // operator mutacji

return BestIndividual (Population); // wybieramy najlepszego osobnika
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Podejscie zachtanne a algorytmy genetyczne

Whiosek. Algorytm GA bazuje na podejsciu ,,zachtannym”, w kazdym kroku algorytmu (iteracji

petli while) wybierany jest zbiér osobnikéw o najlepszym dopasowaniu w odniesieniu do kryteridw
poszukiwanego rozwiazania.

Whiosek. Podejscie ,,zachtanne” w algorytmie GA jest istotnie inne od wczeéniej rozwazanych,
tyczy sie przeksztatcania zbioru rozwigzan (populacji), a nie konstrukcji pojedynczego
rozwigzania. Stad algorytm GA jest jest metoda , metazachtanna”.

Whiosek. Algorytm GA jest algorytmem probabilistycznym, nie gwarantuje optymalnosci
rozwiazania.

Fakt. Dla poprawnie dobranych argumentéw wejsciowych algorytm GA jest efektywnym
rozwigzaniem problemu odkodowania obrazu.

Zadanie (***%*). Zaimplementuj algorytm GA dla problemu odkodowania obrazu z dostatecznie
duzym k. Okresl empirycznie wartosci argumentéw wejsciowych, dla ktérych efektywnos$é metody

jest maksymalna.
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