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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Plan wykªadu:
• uniwersum nieuporz¡dkowane:� algorytm sekwencyjny,� algorytm �turniej� dla problemu 2-go co do wielko±ci,� algorytm rekurencyjny dla problemu min-max,
• uniwersum uporz¡dkowane:� algorytm �skoki co k�� algorytm binarny,� algorytm interpolacyjny.
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Plan wykªadu c.d:
• problem k-tego co do wielko±ci:� rozwi¡zanie �naiwne�,� algorytm Hoare,� algorytm Bluma-Floyda-Pratta-Rivesta-Trajana,
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane(algorytm sekwencyjny)
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm sekwencyjnyZadanie (problem wyszukania). Niech A b¦dzie tablic¡ n ≥ 1 ró»nych liczb naturalnych. Podajalgorytm, który wyznaczy indeks tablicy i, gdzie 0 ≤ i < n taki, »e A [i] = 0 (zakªadamy, »eposzukiwany element znajduje si¦ w tablicy A).Rozwi¡zanie. Algorytm sekwencyjny:int FindIndex(int A[n],int n) { // wp: n ≥ 1int i;for (i=0;i<n;i++)if (A[i]==0) return i; // wk: A [i] = 0}Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu FindIndex w przypadku ±rednim?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu FindIndex w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu FindIndex?Twierdzenie. Algorytm FindIndex jest optymalnym rozwi¡zaniem problemu wyszukania wuniwersum nieuporz¡dkowanym.
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane(algorytm �turniej� dla problemu 2-go co do wielko±ci)
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm �turniej�Zadanie (problem 2-go co do wielko±ci). Niech A b¦dzie tablic¡ n ró»nych liczb naturalnych,gdzie n = 2k i k ∈ N
+. Podaj algorytm, który wyznaczy drugi co do wielko±ci element tablicy A.Rozwi¡zanie. Algorytm sekwencyjny:int Find2nd(int A[n],int n) { // wp: n = 2k i k ∈ N

+int i,max=Max(A[0],A[1]),sec=Min(A[0],A[1]);for (i=2;i<n;i++)if (A[i]>max) { sec=max; max=A[i];}else if (A[i]>sec) sec=A[i];return sec // wk: sec jest drugim co do wielko±ci elementem tablicy A}Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Find2nd w przypadku ±rednim?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Find2nd w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Find2nd?
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm �turniej�Idea algorytmu �turniej�. Zbuduj drzewo turnieju zgodnie z zasad¡ �przechodzi tylkowygrywaj¡cy�, np. dla A = [9, 3, 5, 7, 2, 1, 6, 4] i n = 8 otrzymujemy:

Pytanie. Ile porówna« elementów tablicy A jest niezb¦dnych do zbudowania drzewa turnieju wrozwa»anym przykªadzie (tj. n = 8) i w przypadku ogólnym?Pytanie. Jak najmniejszym kosztem mo»na znale¹¢ element 2-gi co do wielko±ci?
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm �turniej�Wniosek. Element 2-gi co do wielko±ci jest jednym z tych, które �przegraªy� z elementemnajwi¦kszym, czyli:
Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa i pami¦ciowa algorytmu �turniej� w rozwa»anymprzykªadzie i w przypadku ogólnym?Twierdzenie. Algorytm �turniej� jest optymalnym rozwi¡zaniem dla problemu wyszukania 2-goco do wielko±ci elementu w uniwersum nieuporz¡dkowanym.
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane(algorytm rekurencyjny dla problemu min-max)
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm rekurencyjny dla problemu min-maxZadanie (problem min-max). Niech A b¦dzie tablic¡ n liczb naturalnych, gdzie n = 2k i

k ∈ N+. Podaj algorytm, który wyznaczy element minimalny i maksymalny w tablicy A.Rozwi¡zanie. Algorytm sekwencyjny:(int,int) FindMinMax_1(int A[n],int n) { // wp: n = 2k i k ∈ N
+int i,min=Min(A[0],A[1]),max=Max(A[0],A[1]);for (i=2;i<n;i++) {if (A[i]<min) min=A[i];if (A[i]>max) max=A[i];}return (min,max); // wk: min = min (A), max = max (A)}Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu FindMinMax_1 w przypadku ±rednim?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu FindMinMax_1 w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu FindMinMax_1?
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm rekurencyjny dla problemu min-maxIdea algorytmu rekurencyjnego. Zbuduj zmody�kowane drzewo turnieju zgodnie z zasad¡�przechodz¡ tylko elementy minimalny i maksymalny�, np. A = [9, 3, 5, 7, 2, 1, 6, 4] i n = 8otrzymujemy:
Pytanie. Ile porówna« elementów tablicy A jest niezb¦dnych do zbudowania zmody�kowanegodrzewa turnieju w rozwa»anym przykªadzie (tj. n = 8)?
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm rekurencyjny dla problemu min-maxRozwi¡zanie. Algorytm rekurencyjny:(int,int) FindMinMax_2(int A[n],int l,int r) { // wp: n = 2k i k ∈ N
+int min,max;(int,int) result1,result2;if (r-l==1)if (A[r]>A[l]) return (A[l],A[r]);else return (A[r],A[l]);else {result1=FindMinMax_2(A,l,(l+r) div 2);result2=FindMinMax_2(A,((l+r) div 2)+1,r);if (result1[0]<result2[0]) min=result1[0] else min=result2[0];if (result1[1]>result2[1]) max=result1[1] else max=result2[1];return (min,max); // wk: min = min (A [l] , A [l + 1] , . . . , A [r]),// max = max (A [l] , A [l + 1] , . . . , A [r])}}
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm rekurencyjny dla problemu min-maxPoprawno±¢ cz¦±ciowa algorytmu. Dowód przez indukcj¦ ze wzgl¦du na k, gdzie n = 2k i

k ∈ N
+.

• baza indukcji: dla k = 1, tj. n = 2 zachodzi r − l = 1, zatem wykonany jest pierwszywarunek instrukcji warunkowejif (A[r]>A[l]) return (A[l],A[r]);else return (A[r],A[l]);st¡d wynik algorytmu jest poprawny,
• zaªo»enie indukcyjne: dla k = p, gdzie p ≥ 1, wynik algorytmu FindMinMax dla tablicy Arozmiaru n = 2p jest poprawny,
• teza indukcyjna: dla k = p + 1, gdzie p ≥ 1, wynik algorytmu FindMinMax dla tablicy Arozmiaru n = 2p+1 jest poprawny,
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm rekurencyjny dla problemu min-max

• dowód tezy: dla k > 1, tj. n > 2 zachodzi r − l > 2, zatem wykonany jest drugi warunekinstrukcji warunkowej, którego pocz¡tkowe instrukcje s¡ postaciresult1=FindMinMax_2(A,l,(l+r) div 2);result2=FindMinMax_2(A,((l+r) div 2)+1,r);Korzystaj¡c z zaªo»enia indukcyjnego zachodzi kolejno

result1[0] = min

(

A [l] , A [l + 1] , . . . , A

[⌊

l + r

2

⌋])

,

result1[1] = max

(

A [l] , A [l + 1] , . . . , A

[⌊

l + r

2

⌋])

,

result2[0] = min

(

A

[⌊

l + r

2

⌋

+ 1

]

, A

[⌊

l + r

2

⌋

+ 2

]

, . . . , A [r]

)

,

result2[1] = max

(

A

[⌊

l + r

2

⌋

+ 1

]

, A

[⌊

l + r

2

⌋

+ 2

]

, . . . , A [r]

)

,gdzie ⌊

l+r
2

⌋

− l = r −
⌊

l+r
2

⌋

+ 1 = n i n = 2p.

9 listopada 2008 Slajd 15 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm rekurencyjny dla problemu min-max

• dowód tezy c.d.: nast¦pnie wykonane s¡ instrukcje warunkoweif (result1[0]<result2[0]) min=result1[0] else min=result2[0];if (result1[1]>result2[1]) max=result1[1] else max=result2[1];return (min,max);St¡d

min = min (A [l] , A [l + 1] , . . . , A [r]) ,

max = max (A [l] , A [l + 1] , . . . , A [r]) ,gdzie r − l = 2n = 2 · 2p = 2p+1, co ko«czy dowód.Wniosek. Algorytm FindMinMax_2 jest cz¦±ciowo poprawnym rozwi¡zaniem problemu min-max.Pytanie. Jak uzasadni¢ caªkowit¡ poprawno±¢ algorytmu FindMinMax_2 dla problemu min-max?
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm rekurencyjny dla problemu min-maxZªo»ono±¢ czasowa. Niech T (n) b¦dzie liczb¡ operacji porówna« jakie wykonuje algorytmFindMinMax_2 dla danych rozmiaru n, wtedy:
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum nieuporz¡dkowane � algorytm rekurencyjny dla problemu min-maxPytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu FindMinMax_2 w przypadku ±rednim?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu FindMinMax_2 w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu FindMinMax_2?Twierdzenie. Algorytm rekurencyjny FindMinMax_2 jest optymalnym rozwi¡zaniem dlaproblemu min-max w uniwersum nieuporz¡dkowanym.Zadanie (*). Podaj algorytm sekwencyjny dla problemu min-max, którego ±rednia zªo»ono±¢czasowa b¦dzie istotnie mniejsza ni» zªo»ono±¢ czasowa algorytmu sekwencyjnegoFindMinMax_1.
9 listopada 2008 Slajd 18 Paweª Rembelski
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Uniwersum uporz¡dkowane(algorytm �skoki co k�)
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum uporz¡dkowane � algorytm �skoki co k�Zadanie (problem wyszukania). Niech A b¦dzie uporz¡dkowan¡ tablic¡ n ≥ 1 ró»nych liczbnaturalnych. Podaj algorytm, który wyznaczy indeks tablicy i, gdzie 0 ≤ i < n taki, »e A [i] = x i

x ∈ N (zakªadamy, »e poszukiwany element znajduje si¦ w tablicy A).Pytanie. Czy algorytm sekwencyjny FindIndex jest poprawnym rozwi¡zaniem dla problemu�ksi¡»ki telefonicznej�? Je»eli tak, to:
• jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku ±rednim?

• jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu tego algorytmu w przypadku pesymistycznym?Idea algorytmu �skoki co k�. Porównujemy liczb¦ x z co k-tym elementem tablicy A poczynaj¡cod elementu k-tego, tj. A [k] , A [2k] , A [3k] , . . .. Proces przerywamy wtedy, gdy A [ik] > x, dlapewnego i ∈ N. Sekwencyjnie przegl¡damy k − 1 elementy
A [ik − k] , A [ik − (k − 1)] , . . . , A [ik − 1] .Przykªad. Szukamy indeksu liczby 15 w tablicy A = [2, 3, 7, 9, 12, 15, 23, 24] dla k = 3.

9 listopada 2008 Slajd 20 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum uporz¡dkowane � algorytm �skoki co k�Rozwi¡zanie. Algorytm �skoki co k�:int Skoki(int A[n],int n,int k,int x) {// wp: n ≥ 1 i A [0] < A [1] < . . . < A [n − 1] i x ∈ Aint i=0;while (i<n AND x≥A[i]) i=i+k; // nz: x ≥ A [0] , A [1] , . . . , A [i − k]i=i-k;while (A[i]!=x) i=i+1;return i; // wk: A [i] = x}Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu �skoki co k� w przypadku ±rednim?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu �skoki co k� w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu �skoki co k� ?Pytanie. Dla jakiej warto±ci parametru k algorytm �skoki co k� ma najmniejsz¡ zªo»ono±¢pesymistyczn¡?9 listopada 2008 Slajd 21 Paweª Rembelski
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Uniwersum uporz¡dkowane(algorytm poszukiwa« binarnych)
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum uporz¡dkowane � algorytm poszukiwa« binarnychIdea algorytmu poszukiwa« binarnych. Porównujemy liczb¦ x z m-tym elementem tablicy A,gdzie m =
⌊

n
2

⌋, je»eli A [m] ≥ x, to powtarzamy podobne post¦powanie dla tablicy

A [0] , A [1] , . . . A [m], w przeciwnym przypadku powtarzamy podobne post¦powanie dla tablicy

A [m + 1] , A [m + 2] , . . . A [n − 1]. Je»eli rozmiar aktualnie rozwa»anej tablicy jest równy 1, toposzukiwanym indeksem jest m.Przykªad. Szukamy indeksu liczby 15 w tablicy A = [2, 3, 7, 9, 12, 15, 23, 24].
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum uporz¡dkowane � algorytm poszukiwa« binarnychRozwi¡zanie. Algorytm poszukiwa« binarnych:int BinSearch(int A[n],int n,int x) {// wp: n ≥ 1 i A [0] < A [1] < . . . < A [n − 1] i x ∈ Aint l=0,r=n-1,m;while (r-l≥1) { // nz: A [l] ≤ x ≤ A [r]m=(l+r) div 2;if (A[m]≥x) r=m;else l=m+1;}return l; // wk: A [l] = x}Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu BinSearch?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu BinSearch?
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum uporz¡dkowane � algorytm poszukiwa« binarnychTwierdzenie. Algorytm BinSearch jest optymalnym rozwi¡zaniem problemu wyszukania wuniwersum uporz¡dkowanym.Uzasadnienie. Konstruujemy drzewo decyzyjne dla dowolnego algorytmu rozwi¡zuj¡cego problemwyszukania w uniwersum uporz¡dkowanym. Np.

Poniewa» drzewo decyzyjne dla rozwa»anego problemu zawiera n li±ci i jest to drzewo binarne, toistnieje w takim drzewie co najmniej jedna ±cie»ka od korzenia do jednego z wierzchoªkówzewn¦trznych, której dªugo±¢ wynosi co najmniej blg nc. St¡d ka»dy algorytm, dziaªaj¡cy przezporównania, dla rozwa»anego problemu w przypadku pesymistycznym wykona co najmniej blg ncporówna«. Zatem metoda BinSearch jest rozwi¡zaniem optymalnym.9 listopada 2008 Slajd 25 Paweª Rembelski
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Uniwersum uporz¡dkowane(algorytm poszukiwania interpolacyjnego)
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Uniwersum uporz¡dkowane � algorytm poszukiwania interpolacyjnegoIdea algorytmu poszukiwania interpolacyjnego. Zauwa»my, »e w przypadku gdy elementytablicy A s¡ rozªo»one równomiernie na pewnym przedziale zbioru liczb naturalnych, to zachodzinast¦puj¡ca zale»no±¢
m − l

r − l
≈

x − A [l]

A [r] − A [l]
,st¡d punkt podziaªu dla algorytmu binarnych poszukiwa« mo»emy wyznaczy¢ dokªadniej

m = l +
(x − A [l]) (r − l)

A [r] − A [l]
.Reszta post¦powania jest identyczna jak w przypadku metody BinSearch.Fakt. Zªo»ono±¢ pesymistyczn¡ algorytmu wyszukiwania interpolacyjnego mo»na oszacowa¢przez Θ(n).Fakt. Zªo»ono±¢ ±redni¡ algorytmu wyszukiwania interpolacyjnego mo»na oszacowa¢ przez

O (lg lg n).Pytanie. Czy zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu poszukiwania interpolacyjnego jest istotnie ró»naod zªo»ono±ci pami¦ciowej algorytmu poszukiwa« binarnych?9 listopada 2008 Slajd 27 Paweª Rembelski
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Problem k-tego co do wielko±ci(rozwi¡zanie �naiwne�)
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Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Problem k-tego co do wielko±ci � rozwi¡zanie �naiwne�Zadanie (problem k-go co do wielko±ci). Niech A b¦dzie tablic¡ n ró»nych liczb naturalnych,gdzie n ≥ k i k ∈ N
+. Podaj algorytm, który wyznaczy k-ty co do wielko±ci element tablicy A.Idea algorytmu �naiwnego�. Niech i = 0,

• k-krotnie powtórz nast¦puj¡ce dziaªanie:� wyszukaj element najwi¦kszy w±ród elementów A [i] , A [i + 1] , . . . , A [n − 1], niech tob¦dzie element A [max],� zamie« element A [max] z elementem A [i],� zwi¦ksz i o jeden.
• rezultatem jest ostatni z wyszukanych elementów A [max], tj. A [i − 1].Zadanie. Przedstaw dziaªanie algorytmu �naiwnego� dla nast¦puj¡cych danych wej±ciowych:

A = [10, 7, 6, 4, 2, 11, 16, 8, 3, 1, 9] , k = 5.Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu �naiwnego� w przypadku ±rednim?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu �naiwnego� w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu �naiwnego�?9 listopada 2008 Slajd 29 Paweª Rembelski
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Problem k-tego co do wielko±ci � rozwi¡zanie �naiwne�Rozwi¡zanie. Algorytm �naiwny�:int FindKth(int A[n],int n,int k) { // wp: n ≥ k i k ∈ N
+int i=0,j,max;while (i<k) {max=i; // nz: A [0] > A [1] > . . . > A [i − 1] >ka»dego elementu A [i] , A [i + 1] , . . . , A [n − 1]for (j=max+1;j<n;j++)if (A[j]>A[max]) max=j;Swap(A[max],A[i]);// A [i] > ka»dego elementu A [i + 1] , A [i + 2] , . . . , A [n − 1]i=i+1; // nz: A [0] > A [1] > . . . > A [i − 1] >ka»dego elementu A [i] , A [i + 1] , . . . , A [n − 1]}return A[i-1]; // wk: A [i − 1] jest k-tym co do wielko±ci elementem}9 listopada 2008 Slajd 30 Paweª Rembelski
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Problem k-tego co do wielko±ci(algorytm Hoare)

9 listopada 2008 Slajd 31 Paweª Rembelski



Algorytmy i struktury danych � materiaªy wykªadowe Studia zaoczne PJWSTK

Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm HoareIdea algorytmu Hoare. Powtarzaj rekurencyjnie nast¦puj¡cy schemat dziaªania:

• wybierz dowolny element aktualnie rozwa»anego fragmentu tablicy A, tzw. median¦, niechb¦dzie to A [m],
• rozdziel elementy aktualnie rozwa»anego fragmentu tablicy na elementy mniejsze od A [m],tzw. cz¦±¢ mªodsza tablicy, oraz elementy wi¦ksze od A [m], tzw. cz¦±¢ starsza tablicy,

• umie±¢ element A [m] w tablicy A tak aby poprawnie rozdzielaª cz¦±¢ mªodsz¡ od starszej,

• je»eli cz¦±¢ starsza liczy dokªadnie k − 1 elementów, to rozwi¡zaniem jest A [m], zako«czdziaªanie algorytmu, w przeciwnym przypadku� je»eli cz¦±¢ starsza liczy wi¦cej ni» k − 1 elementów, to poszukaj rekurencyjnie k-tego codo wielko±ci elementu tylko w cz¦±ci starszej,� w przeciwnym przypadku poszukaj rekurencyjnie (k−liczba elementów w cz¦±cistarszej−1)-tego co do wielko±ci elementu tylko w cz¦±ci mªodszej.Zadanie. Przedstaw dziaªanie algorytmu Hoare dla nast¦puj¡cych danych wej±ciowych:

A = [10, 7, 6, 4, 2, 11, 16, 8, 3, 1, 9] , k = 5.Przyjmij, »e median¡ jest zawsze pierwszy element aktualnie rozwa»anego fragmentu tablicy.9 listopada 2008 Slajd 32 Paweª Rembelski
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm HoareRozwi¡zanie. Algorytm Hoare:int Rozdziel(A[n],int l,int r) {... // funkcja dokonuje rozdzielenia fragmentu tablicy A [l] , A [l + 1] , . . . , A [r]wzgl¦dem mediany wybieranej w ustalony sposób, wynikiem dziaªaniafunkcji jest indeks elementu rozdzielaj¡cego po umieszczeniuna wªa±ciwej pozycji}int Hoare(int A[n],int k,int l,int r) { // wp: n ≥ k i k ∈ N
+int m;m=Rozdziel(A,l,r);if (r-m==k-1) return A[m];else if (r-m>k-1) return Hoare(A,k,m+1,r);else return Hoare(A,k-(r-m)-1,l,m-1);}
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm Hoare � podziaª ci¡gu wzgl¦dem medianyIdea algorytmu Split. Niech l = 1, r = n − 1, m = 0:

• znaczenie zmiennych indeksuj¡cych:� zmienna l, wszystkie elementy tablicy na pozycjach A [1] , A [1] , . . . , A [l − 1] s¡mniejsze od mediany,� zmienna r, wszystkie elementy tablicy na pozycjach A [r + 1] , A [r + 2] , . . . , A [n − 1]s¡ wi¦ksze od mediany,
• dopóki l < r powtórz nast¦puj¡ce dziaªanie:� dopóki r ≥ 0 i A [r] > A [m], zmniejsz r o jeden,� dopóki l < r i A [l] < A [m], zwi¦ksz l o jeden,� je»eli l < r zamie« A [l] z A [r], zmniejsz r o jeden, zwi¦ksz l o jeden,

• zamie« A [m] z A [r].
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm Hoare � podziaª ci¡gu wzgl¦dem medianyZadanie. Przedstaw dziaªanie algorytmu Split dla nast¦puj¡cych danych wej±ciowych:

A = [10, 7, 6, 4, 2, 11, 16, 8, 3, 1, 9] .Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Split w przypadku ±rednim?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Split w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Split?Zadanie (*). Zaimplementuj algorytm Split w wersji iteracyjnej oraz rekurencyjnej i przedstawwyniki porównania wydajno±ci obu implementacji dla dostatecznie du»ego zbioru danychwej±ciowych. Oszacuj empirycznie zªo»ono±¢ czasow¡ obu rozwi¡za«.
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm Hoare � podziaª ci¡gu wzgl¦dem medianyIdea algorytmu Partition. Niech l = −1, r = 0, m = r − 1:

• znaczenie zmiennych indeksuj¡cych:� zmienna l, wszystkie elementy tablicy na pozycjach A [0] , A [1] , . . . , A [l] s¡ mniejsze odmediany,� zmienna r, wszystkie elementy tablicy na pozycjach A [l + 1] , A [l + 2] , . . . , A [r − 1] s¡wi¦ksze od mediany,
• dopóki r < m powtórz nast¦puj¡ce dziaªanie:� je»eli A [r] < A [m] zamie« A [l + 1] z A [r], zwi¦ksz l + 1 o jeden,� zwi¦ksz r o jeden,
• zamie« A [m] z A [l + 1].
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm Hoare � podziaª ci¡gu wzgl¦dem medianyZadanie. Przedstaw dziaªanie algorytmu Partition dla nast¦puj¡cych danych wej±ciowych:

A = [10, 7, 6, 4, 2, 11, 16, 8, 3, 1, 9] .Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Partition w przypadku ±rednim?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ czasowa algorytmu Partition w przypadku pesymistycznym?Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Partition?Zadanie (**). Przedstaw i zaimplementuj rozszerzon¡ wersj¦ algorytmu Partition, podziaªuwzgl¦dem mediany, dowolnej n-elementowej tablicy na trzy rozª¡czne fragmenty kolejno mniejsze,równe oraz wi¦ksze od mediany.
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm Hoare � zªo»ono±¢Przypadek pesymistyczny. Elementy n-elementowej tablicy A posortowane s¡ rosn¡co, szukamyelementu pierwszego co do wielko±ci, procedura rozdzielania zostaªa zaimplementowana zgodnie zmetod¡ Split, wtedy:
W (n) =







0 dla n = 1

n − 1 + W (n − 1) dla n > 1
,czyli

W (n) = n − 1 + W (n − 1) = n − 1 + n − 2 + W (n − 2) = . . . =

= . . . = n − 1 + n − 2 + . . . + 0 =
n (n − 1)

2
= Θ

(

n2
)

.Pytanie. Jaki jest ukªad danych wej±ciowych w przypadku pesymistycznym, dla algorytmu Hoare,je»eli procedura rozdzielania zostaªa zaimplementowana zgodnie z metod¡ Partition?
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm Hoare � zªo»ono±¢Przypadek ±redni. Rozkªad elementów n-elementowej tablicy A jest jednorodny, szukamyelementu k-tego co do wielko±ci, procedura rozdzielania zostaªa zaimplementowana zgodnie zmetod¡ Split albo Partition, wtedy:
A (n, k) =















0 dla n = 1

n − 1 + 1

n





n−k
∑

i=1

A (n − i, k) +
n

∑

i=n−k+2

A (i − 1, k − (n − i) − 1)



 dla n > 1
,

czyli

A (n, k) = O (n) .Pytanie. Jaka jest zªo»ono±¢ pami¦ciowa algorytmu Hoare w przypadku pesymistycznym a jakaw przypadku ±rednim?Zadanie (**). Czy i jak zmieni si¦ zªo»ono±¢ algorytmu Hoare, je»eli za operacj¦ dominuj¡c¡przyjmiemy przestawianie elementów tablicy wej±ciowej A?
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Problem k-tego co do wielko±ci(algorytm Bluma-Floyda-Pratta-Rivesta-Trajana)
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm Bluma-Floyda-Pratta-Rivesta-TrajanaIdea algorytmu BFPRT. Powtarzaj rekurencyjnie nast¦puj¡cy schemat dziaªania, gdzie n jestrozmiarem aktualnie rozwa»anego fragmentu tablicy A:

• je»eli n ≤ 5, to posortuj fragment tablicy i wybierz element (n − (k − 1))-ty,

• je»eli n > 5, to:� podziel aktualnie rozwa»any fragment tablicy A na kolejne �pi¡tki elementów�,� rekurencyjnie wyszukaj A [m] = dm/2e-gi element z median rozwa»anych pi¡tek, gdzie

m jest liczb¡ pi¡tek,� rekurencyjnie wykonaj dziaªanie zgodne z algorytmem Hoare dla elementu dziel¡cego

A [m].Wniosek. Rekurencyjny schemat doboru mediany gwarantuje na ka»dym kroku dziaªaniaalgorytmu dla aktualnie rozwa»anego fragmentu tablicy A rozmiaru d, »e co najmniej d
4

elementys¡ odpowiednio mniejsze i wi¦ksze od mediany A [m].
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Problem k-tego co do wielko±ci � algorytm Bluma-Floyda-Pratta-Rivesta-TrajanaFakt. Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu BFPRT w przypadku ±rednim jest co najwy»ej liniowa.Fakt. Zªo»ono±¢ czasowa algorytmu BFPRT w przypadku pesymistycznym jest co najwy»ejliniowa.Fakt. Zªo»ono±¢ czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmu BFPRT przestaje by¢ rz¦duliniowego, gdy zamiast pi¡tek elementów b¦dziemy analizowali np. trójki elementów.Fakt. Zªo»ono±¢ czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmu BFPRT przestaje by¢ rz¦duliniowego, gdy zamiast pi¡tek elementów b¦dziemy analizowali l-tki, dla l dostatecznie bliskiego n.Zadanie (***). Udowodnij, »e zªo»ono±¢ czasowa w przypadku pesymistycznym algorytmuBFPRT w wariancie trójek elementów jest rz¦du wi¦kszego ni» liniowy. Oszacuj ten rz¡d.
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