0. ZBIORY I FUNKCJE LICZBOWE

0.1 ZBIORY LICZB

N = {1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych
Z = {O,il,i2,...} — zbidr liczb catkowitych

0= {E :peZ,qe N} — zbidr liczb wymiernych
q

R — 7zbir liczb rzeczywistych

0.2 ZBIORY OGRANICZONE

Def. 0.2.1 (zbior ograniczony z dotu)
Zbior A R jest ograniczony z dotu, jezeli

vV AXZ2m.

meR xeA
Liczbg m nazywamy ograniczeniem z dotu zbioru 4. Obrazowo, zbior jest ograniczony z dotu, gdy wszystkie jego elementy
leza na prawo od pewnego punktu osi liczbowe;j.

Def. 0.2.2 (zbior ograniczony z gory)
Zbior A R jest ograniczony z gory, jezeli

v AXSIM.
MeR xeA

Liczbg M nazywamy ograniczeniem z gory zbioru 4. Obrazowo, zbidr jest ograniczony z gory, gdy wszystkie jego elementy
leza na lewo od pewnego punktu osi liczbowe;j.

Def. 0.2.3 (zbior ograniczony)
Zbior A R jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest ograniczony z dotu i z gory, tzn.

v Am<Sx<M.
m,MeR xeA

Uwaga. W definicji mozna tak dobrac state m i M, aby 0 < M = - m. Wtedy

/\x|SM.

xeA

Obrazowo, zbidr jest ograniczony, gdy wszystkie jego elementy sa potozone migdzy dwoma punktami osi liczbowe;j.

0.3 KRESY ZBIOROW

Def. 0.3.1 (element najmniejszy zbioru)

Liczba a jest najmniejszym elementem zbioru 4 R, co zapisujemy
a=min 4,

wtedy i tylko wtedy, gdy

acAdoraz A x2a.
xeAd

Obrazowo, elementem najmniejszym zbioru nazywamy element tego zbioru lezacy najbardziej w lewo na osi liczbowe;j.

Def. 0.3.2 (element najwigkszy zbioru)
Liczba a jest najwigkszym elementem zbioru 4R, co zapisujemy
a=max 4,
wtedy i tylko wtedy, gdy
aceAoraz A x<a.

xeA

Obrazowo, elementem najmniejszym zbioru nazywamy element tego zbioru lezacy najbardziej w prawo na osi liczbowe;j.

Def. 0.3.3 (kres dolny zbioru)
Niech zbiér 4 < R bedzie niepusty i ograniczony z dotu. Liczba a jest kresem dolnym tego zbioru, co zapisujemy
a=1inf 4,
wtedy i tylko wtedy, gdy
AX2aoraz A V X, <a+tég.

xed e>0xpeAd

Obrazowo, kres dolny zbioru jest najwigksza liczba ograniczajaca ten zbior z dotu. Jezeli zbior A4 jest nieograniczony z dotu, to
przyjmujemy



def
inf A =—o0.

Def. 0.3.4 (kres gérny zbioru)
Niech zbiér B < R bedzie niepusty i ograniczony z gory. Liczba b jest kresem gornym tego zbioru, co zapisujemy
b=supB,
wtedy i tylko wtedy, gdy
AXx<boraz A VvV x,>b-¢.

xXeB >0 xgeB
Obrazowo, kres gorny zbioru jest najmniejsza liczba ograniczajaca ten zbior z gory. Jezeli zbior B jest nieograniczony z gory,
to przyjmujemy
def
sup B = o0.

Uwaga. Najmniejszy element zbioru jest jednoczesnie kresem dolnym tego zbioru. Analogicznie, najwigkszy element zbioru
jest jego kresem gérnym.

Fakt 0.3.5 (aksjomat ciaglosci)
Kazdy niepusty zbior ograniczony z dotu ma kres dolny.
Kazdy niepusty zbior ograniczony z gory ma kres gorny.

0.4 FUNKCJE - PODSTAWOWE OKRESLENIA

Def. 0.4.1 (funkcja)

Niech zbiory X, Y < R bgda niepuste. Funkcja okreslona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y nazywamy przyporzadkowa-
nie kazdemu elementowi x € X doktadnie jednego elementu y & Y. Funkcjg taka oznaczamy przez f : X — Y . Wartos¢
funkcji f'w punkcie x oznaczamy przez f(x).

Def. 0.4.2 (dziedzina, przeciwdziedzina, zbiér wartosci funkcji)
Niech f: X — Y . Wtedy zbior X nazywamy dziedzina funkeji /i oznaczamy przez Dy, a zbior Y nazywamy jej przeciwdzie-
dzing. Ponadto zbior

{f(x)eY : xeDf}
nazywamy zbiorem warto$ci funkcji /1 oznaczamy przez Wy Jezeli dany jest tylko wzor okreSlajacy funkcje, to zbior
elementow z R, dla ktérych wzor ten ma sens liczbowy, nazywamy dziedzing naturalna funkcji.

Def. 0.4.3 (wykres funkcji)
Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbior

{(x,y)eR2 :xeX,yzf(x)}.

Uwaga. Podzbior plaszczyzny xOy jest wykresem pewnej funkcji zmiennej x, gdy kazda prosta pionowa przecina go co
najwyzej w jednym punkcie.

Def. 0.4.4 (funkcja ,,na”)
Funkcja f odwzorowuje zbidr X na zbioér Y, co notujemy
f:X—>Y,
wtedy i tylko wtedy, gdy
W,=Y,tm. A v f(x)=y.

yeY xeX

Funkcja f: X — Y jest,na”, gdy rzut prostokatny jej wykresu na o$ Oy pokrywa sig ze zbiorem Y.

0.5 FUNKCJE OKRESOWE, PARZYSTE I NIEPARZYSTE

Def. 0.5.1 (funkcja okresowa)
Funkcja f: X — R jest okresowa, jezeli

% /\(xJ_rTeX oraz f(x+T)=f(x)).

T>0 xeX
Liczbg T nazywamy okresem funkcji /. Jezeli istnieje najmniejszy okres funkcji f; to nazywamy go okresem podstawowym.
Obrazowo, funkcja jest okresowa, gdy jej wykres po przesunieciu o wektor v = (7°,0) natozy sig na siebie.

Def. 0.5.2 (funkcja parzysta)
Funkcja f : X — R jest parzysta, jezeli



A (—xeX oraz f(—x)zf(x)).

xeX
Obrazowo, funkcja jest parzysta, gdy 0§ Oy jest osia symetrii jej wykresu.

Def. 0.5.3 (funkcja nieparzysta)
Funkcja f : X — R jest nieparzysta, jezeli

/\(—xeX oraz f(—x)z—f(x)).

xeX

Obrazowo, funkcja jest nieparzysta, gdy poczatek uktadu wspotrzednych jest Srodkiem symetrii jej wykresu.

0.6 FUNKCJE OGRANICZONE

Def. 0.6.1 (funkcja ograniczona z dotu)
Funkcja fjest ograniczona z dotu na zbiorze 4 < Dy, jezeli zbidr jej warto$ci na tym zbiorze jest ograniczony z dotu, tzn.

vV A f(x)z2m.

meR xeA

Obrazowo, funkcja jest ograniczona z dotu, gdy jej wykres lezy nad pewna prosta pozioma (rys. 0.6.1).

Y

/\\A r

7N o
Iustracja wykresu funkcji ograniczonej z dotu na zbiorze

m

Def. 0.6.2 (funkcja ograniczona z gory)
Funkcja fjest ograniczona z gory na zbiorze A < Dy, jezeli zbior jej wartosci na tym zbiorze jest ograniczony z gory, tzn.

vV A f(X)SM.

meR xe4

Obrazowo, funkcja jest ograniczona z dohu, gdy jej wykres lezy pod pewna prosta pozioma (rys. 0.6.2).

ﬁ ’_\\ Rys. 0.6.2
- [lustracja wykresu funkcji ograniczonej z gory na zbiorze

N

Def. 0.6.3 (funkcja ograniczona)
Funkcja fjest ograniczona na zbiorze 4 < Dy, jezeli jest ograniczona z dotu i z gory na tym zbiorze, tzn.

v AmSf(x)SM.

m,MeR xeA

Uwaga. W definicji mozna tak dobra¢ state m i M, aby O0<M=-m. Wtedy
QJ f|<Mm.

Obrazowo, funkcja jest ograniczona, gdy jej wykres jest potozony migdzy dwiema prostymi poziomymi.

0.7 FUNKCJE MONOTONICZNE

Def. 0.7.1 (funkcja rosnaca)

Funkcja fjest rosnaca na zbiorze A < Dy, jezeli
A b <x)= (Fa) < f@))]
12 €

Obrazowo, funkcja jest rosnaca, gdy poruszajac si¢ w prawo po jej wykresie wznosimy si¢ do gory.

Def. 0.7.2 (funkcja malejaca)
Funkcja fjest malejaca na zbiorze 4 < Dy, jezeli
A N <x)= () > F))].
X,X, €

Obrazowo, funkcja jest malejaca, gdy poruszajac si¢ w prawo po jej wykresie opadamy na dot.



Def. 0.7.3 (funkcja niemalejaca)
Funkcja fjest niemalejaca na zbiorze 4 < Dy, jezeli

A N <x)= (Fe) < )]

X|,X, €
Obrazowo, funkcja jest niemalejaca, gdy poruszajac si¢ w prawo po jej wykresie wznosimy si¢ lub pozostajemy na tym samym
poziomie.

Def. 0.7.4 (funkcja nierosngca)
Funkcja fjest malejaca na zbiorze 4 < Dy, jezeli

A [l <x,)= (FG) = £(xy))].

X|,X, €4
Obrazowo, funkcja jest nierosnaca, gdy poruszajac si¢ w prawo po jej wykresie opadamy lub pozostajemy na tym samym
poziomie.

Def. 0.7.5 (funkcja monotoniczna)
Funkcja f jest monotoniczna na zbiorze 4 < Dy, jezeli jest rosnaca lub malejaca lub nierosnaca lub tez niemalejaca na tym
zbiorze.

0.8 ZL.OZENIA FUNKCJI

Def. 0.8.1 (funkcja zlozona)
Niech zbiory X, Y, Z, W < R beda niepuste, przy czym ¥ — Z oraz niech f: X —> Y, g:Z — W . Ztozeniem funkcji g i f

nazywamy funkcje g o f : X — W okre$lona wzorem:

def
(go fHx) = g(f(x)) daxeX.

Uwaga. Analogicznie okresla si¢ ztozenie wigkszej liczby funkcji. Sktadanie funkcji nie jest przemienne.

0.9 FUNKCJE ODWROTNE

Def. 0.9.1 (funkcja réznowarto$ciowa)
Funkcja fjest roznowarto$ciowa na zbiorze 4 < Dy, jezeli:

A =x,)= (Fe) = ().

Xp,x,€4
Obrazowo, funkcja fjest roznowarto§ciowa na zbiorze 4, gdy kazda prosta pozioma przecina fragment wykresu lezacy nad lub
pod zbiorem 4 co najwyzej w jednym punkcie.

Uwaga. Przy sprawdzaniu roznowarto§ciowosci funkcji wygodnie jest korzysta¢ z definicji rownowaznej

A G =x)= (f(x) = f(x))]:

Xp,x,€4

Fakt 0.9.2 (warunek wystarczajacy roznowartosciowosci funkeji)
Jezeli funkcja jest rosnaca albo malejaca na zbiorze, to jest rdznowartosciowa na tym zbiorze.
Uwaga. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

Def. 0.9.3 (funkcja odwrotna)

Niech funkcja [ : X —=—Y bedzie réznowartosciowa na dziedzinie. Funkcja odwrotna do funkcji f/ nazywamy funkcje
/7Y = X okreslong przez warunek:

def
f_1 (y)=x< y=f(x), gdziexeX, yeY.

Wykres funkcji /7 otrzymujemy z wykresu funkcji / odbijajac go symetrycznie wzgledem prostej y=x oraz zamieniajac miedzy
soba jednoczesnie nazwy osi x <> y. Funkcja odwrotna do funkcji rosnacej jest funkcja rosnaca. Funkcja odwrotna do funkcji
malejacej jest funkcja malejaca.

Fakt 0.9.4 (o skladaniu funkcji prostej i odwrotnej)
Niech funkcja [ : X —=—Y bedzie réznowartoéciowa. Wtedy

AL @)=x onz A ()=



0.10 FUNKCJE CYKLOMETRYCZNE
Def. 0.10.1 (arkus sinus)

. . . . . T Lo . .
Funkcja arcsin nazywamy funkcje odwrotna do funkcji sin okreslonej na przedziale |:— E , 3} . Dziedzina funkcji arcsin jest
przedziat [-1,1].

Def. 0.10.2 (arkus cosinus)
Funkcja arccos nazywamy funkcj¢ odwrotng do funkcji cos okre$lonej na przedziale [0,n]. Dziedzing funkcji arccos jest
przedziat [-1,1].
Def. 0.10.3 (arkus tangens)
T T
Funkcja arctg nazywamy funkcje¢ odwrotna do funkcji #g okre§lonej na przedziale (— 3 5 Ej . Dziedzina funkcji arctg jest R.

Def. 0.10.4 (arkus kotangens)
Funkcja arcctg nazywamy funkcjg¢ odwrotng do funkcji ctg okreslonej na przedziale (0,r). Dziedzing funkcji arcctg jest R.

(o] T
y=arcctgzr
y=arccosx T - TTTTTC 0 B
2
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Rys. 0.10.1 f{x) = arcsinx Rys. 0.10.2 f{x) = arccosx Rys. 0.10.3 f{x) = arctgx Rys. 0.10.4 f{x) = arcctgx

Fakt 0.10.5 (tozsamosci z funkcjami cyklometrycznymi)

. T
arcsinx + arccosx = 5 dla kazdego x € [-1,1],

T
arctgx + arcctgx = 3 dla kazdego x € R.

0.11 FUNKCJE ELEMENTARNE

Def. 0.11.1 (funkcje elementarne)

Podstawowymi funkcjami elementarnymi nazywamy funkcje: stale, potggowe, wyktadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne
oraz cyklometryczne. Funkcje, ktére mozna otrzymac z podstawowych funkcji elementarnych za pomoca skonczonej liczby
dziatan arytmetycznych oraz operacji ztozenia funkcji, nazywamy funkcjami elementarnymi.

Def. 0.11.2 (warto$¢ bezwzgledna)
Wartos$cia bezwzglgdna (modutem) nazywamy funkcjg |0| : R = R okreslong wzorem:
X dla x>0
x| = ~
—x dla x<0

Uwaga. Modut jest funkcja elementarna, gdyz |x| =+x° dla kazdego x eR.

Def. 0.11.3 (wielomian)
Wielomianem nazywamy funkcje W : R — R okre$lona wzorem

Wix)=a,x"+a, x
gdzien e N U {0}, a; e R dla 0 <i <n oraz a, # (. Liczbg n nazywamy stopniem wielomianu W i oznaczamy przez st W.
Przyjmujemy dodatkowo, ze W(x) = 0 jest wielomianem stopnia -co.

n—1

+...+tax+a,,

Def. 0.11.4 (funkcja wymierna)
Funkcje, ktora mozna zapisa¢ w postaci ilorazu dwoch wielomiandow nazywamy funkcja wymierna.



Def. 0.11.5 (funkcje hiperboliczne)
Funkcjg sinus hiperboliczny (s/) okreslamy wzorem:

def ¥ _ o
shx=——, xeR.
2
Funkcje kosinus hiperboliczny (ch) okreslamy wzorem:
def o* 4 7F
chx= , XeR

& sh x
thx=——, xeR
cnx
Funkcje kotangens hiperboliczny (cth) okreslamy wzorem:
4 ch x
cthx =——, xeR\{0}.
sh x

Uwaga. W powyzszej definicji e oznacza liczbe rzeczywista rowna w przyblizeniu 2,7182818... .

v v v y
y=shz
y=chz y=thzs y=cthz
e 1p--=-"==
o z o z o
- =T -1 g -1
o) 7z \
Rys. 0.11.1 f{x) = shx Rys. 0.11.2 f{x) = chx Rys. 0.11.3 f{x) = thx Rys. 0.11.4 f{x) = cthgx

Fakt 0.11.6 (wazniejsze tozsamosci z funkcjami hiperbolicznymi)
ch’x —sh’x =1 dla kazdego x &R,
sh2x =2shxchx dlakazdego xeR,

ch2x =sh’x + ch’x dla kazdego x R.

0.12 NIEKTORE FUNKCJE NIEELEMENTARNE

Def. 0.12.1 (funkcja cze$é calkowita)
Funkcja cze$¢ catkowita nazywamy funkcje [0] : R — R okre$lona wzorem:

def
[x]=k dla k<x<k+1,gdzie keZ.
Czes$¢ caltkowita liczby x jest najwicksza liczba catkowita nie wigksza niz x.

y

2 —_—

y=[z]

7?) S T Rys. 0.12.1
Wykres funkcji czg§¢ catkowita

Def. 0.12.2 (funkcja signum)
Funkcjg signum nazywamy funkcjg Sgn: R — {— 1,0,1} okreslong wzorem:

|=1dla x<0

def

sgnx =4 0dlax=0.
l1dla x>0



y=sgn(r)

T Rys. 0.12.2
Wykres funkcji signum

Def. 0.12.3 (funkcja Dirichleta)
Funkcja Dirichleta nazywamy funkcje D : R —> {0,1} okreslona wzorem:

D( )def 1 dla xeQ
X) = .
0 dlaxe¢Q

:c Rys. 0.12.3
Wykres funkcji Dirichleta

1. CIAGI LICZBOWE
1.1 PODSTAWOWE OKRESLENIA

Def. 1.1.1 (cigg liczbowy)

Ciagiem liczbowym nazywamy funkcj¢ okreslong na zbiorze liczb naturalnych i przyjmujaca wartosci ze zbioru liczb
rzeczywistych. Warto$¢ tej funkcji dla liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem ciagu i oznaczamy przez a,, b,, itp. Ciagi
o takich wyrazach oznaczamy odpowiednio przez (a,), (b,), itp. Zbior wyrazow ciagu (a,), tj. zbior {a ,.neN } oznaczamy

kroko przez {a,}.
Obrazowo, ciag mozna traktowaé jako zbior ponumerowanych liczb rzeczywistych, ktore sa ustawione wedlug rosnacych
numerow. Ciagi bedziemy przedstawiali na ptaszczyznie jako zbiodr punktow o wspotrzednych (n,a,), n € N.

Def. 1.1.2 (ciag ograniczony z dolu)
Ciag (a,) jest ograniczony z dotu, jezeli zbior {a,} jest ograniczony z dotu, tzn.

vV Aa,zm.

meR neN

Obrazowo, ciag jest ograniczony z dotu, gdy wszystkie jego wyrazy leza nad pewna prosta pozioma.

Def. 1.1.3 (ciag ograniczony z géry)
Ciag (a,) jest ograniczony z gory, jezeli zbior {a,} jest ograniczony z gory, tzn.
vV ANa,<M.
MeR neN
Obrazowo, ciag jest ograniczony z gory, gdy wszystkie jego wyrazy leza pod pewna prosta pozioma.

Def. 1.1.4 (ciag ograniczony)
Ciag (a,) jest ograniczony, jezeli zbior {a,} jest ograniczony, tzn.

v Am<a, <M.
m,MeR neN

Uwaga. W definicji mozna dobra¢ state m i M, aby 0 < M = - m. Wtedy

A an|£M.

neN
Obrazowo, ciag jest ograniczony, gdy wszystkie jego wyrazy leza migdzy dwiema prostymi poziomymi.

Def. 1.1.5 (ciag rosnacy)
Ciag (a,) jest rosnacy, jezeli

a,<a,<a,<..<a,<...,tzm. A
neN

Obrazowo, ciag jest rosnacy, gdy jego wyrazy powigkszaja si¢ ze wzrostem indeksow.

>a,.

n+l

Def. 1.1.6 (ciag niemalejacy)
Ciag (a,) jest niemalejacy, jezeli

a <a,<a;<...La,<...,tzn. A a
neN

Obrazowo, ciag jest niemalejacy, gdy ze wzrostem indekséw wyrazy ciagu powigkszaja si¢ lub pozostaja bez zmian.

2a,.

n+l



Uwaga. Analogicznie mozna zdefiniowac ciag malejacy i nierosnacy. Ciagi rosnace, malejace, nierosnace i niemalejace
nazywamy ciagami monotonicznymi. Definicje ciagdw monotonicznych sa szczegodlnymi przypadkami definicji funkcji
monotonicznych. Wprowadza si¢ takze pojgcie ciagéw monotonicznych od pewnego miejsca ny € N.

1.2 GRANICE CIAGOW

Def. 1.2.1 (granica wlasciwa ciagu)
Ciag (a,) jest zbiezny do granicy wlasciwej a, co zapisujemy
lima, =a,

n—>0

wtedy i tylko wtedy, gdy
A v Aln>ny)=(a, —d<é)).

&>0 ngeN neN
Obrazowo, ciag jest zbiezny do granicy a, gdy dostatecznie dalekie wyrazy tego ciagu leza dowolnie blisko punktu a. Zamiast
rownosci lima, = a mozna pisa¢ @, ———> a , mozna rowniez pisa¢ krotko lima, =a lub a, —>a.

n—0

Tw. 1.2.2 (o jednoznaczno$ci granicy ciagu)
Kazdy ciag zbiezny ma dokladnie jedna granicg.

Def. 1.2.3 (granice niewlasciwe ciagu)
Ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewtasciwej oo, co zapisujemy
lima, =,

n—»0

wtedy i tylko wtedy, gdy

E/>\0 no\éN né\N[(n > My ) = (a” > E)]

Obrazowo, ciag jest zbiezny do o, gdy dostatecznie dalekie wyrazy tego ciagu sa wigksze od dowolnie duzej liczby. Zamiast

rownosci lim a, =00 mozna pisa¢ @, ———> 0, mozna réwniez pisac krotko lima, =00 lub a, — .
n—>0

Ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewltasciwej -oo, co zapisujemy
lima, =—o0,

n—>0

wtedy i tylko wtedy, gdy

E/<\0 no\éN né\zv[(n > My ) = (a” < E)]

Obrazowo, ciag jest zbiezny do -0, gdy jego dostatecznie dalekie wyrazy sa mniejsze od dowolnie matej liczby. Zamiast

rownosci lim a, = —00 mozna pisaé a, ———>—00 , mozna rowniez pisa¢ krétko lima, =—o0 lub @, — —o.
n—>0

Uwaga. Ciagi, ktore nie maja granicy wiasciwej ani niewlasciwej, nazywamy ciggami rozbieznymi. Przyktadami takich

ciagéw sa: a, =(=1)", b =sin T w niektorych podrgcznikach ciagi zbiezne do oo lub -0 nazywa si¢ ciagami rozbieznymi
" 2
oo lub -co.

Fakt 1.2.4 (o niezaleznoS$ci granicy od poczatkowych wyrazdéw ciagu)
Granica ciagu zbieznego do granicy wlasciwej lub niewtasciwej nie zalezy od warto$ci skonczenie wielu wyrazow tego ciagu.

Fakt 1.2.5 (granice ciagu geometrycznego)

=0 dla |q| <1
lim g =1 dla g=1
noe =00 dla g >1

nie istnieje dla q < -1

Def. 1.2.6 (podciag)
Niech (a,) bedzie dowolnym ciagiem oraz niech (k,) bedzie rosnacym ciggiem liczb naturalnych. Podciagiem ciagu (a,)

nazywamy ciag (b,) okre§lony wzorem
def

b,=a, ,neN.

n

Obrazowo moéwiac, podciagiem nazywamy ciag powstaty przez skreslenie pewnej (by¢é moze nieskonczonej) liczby wyrazoéw
wyjsciowego ciagu.



Tw. 1.2.7 (o granicy podciagu ciagu zbieznego)
Kazdy podciag ciagu zbieznego (do granicy wlasciwej lub niewtasciwej) jest zbiezny do tej samej granicy.

1.3 WEASNOSCI CIAGOW ZBIEZNYCH

Tw. 1.3.1 (0 ograniczonoSci ciagu zbiezZnego)
Jezeli ciag jest zbiezny do granicy wlasciwej, to jest ograniczony.

Uwaga. Implikacja odwrotna w powyzszym twierdzeniu nie jest prawdziwa. Ilustruje to ciag a, = (=1)", ktory jest ograni-

czony, ale nie jest zbiezny.

Fakt 1.3.2 (o rownowaznoSci granic)
lima, =0 lim|an| =0
n—0 n—»0

Tw. 1.3.3 (o granicy sumy ciagow)

l.lima, =a

" :>1im(a +b ):lima +1limb =a+b
2.limb =b noos M e p e
n
n—0

Tw. 1.3.4 (o granicy iloczynu ciagow)
l.lima, =a

n

o = lim(a, -b,)=lima, -limb, =a-b
2. llm bn = b n—o0 n—>o0 n—ow

Tw. 1.3.5 (o granicy ilorazu ciagow)
1. lima, =a

n—»0
lima
2. b, #0 dlakazdego ne N jlima_n:n?oc n_a
3. limb, =b#0 b, limb, b
n—»o0

Uwaga. Wszystkie granice wystepujace w trzech poprzednich twierdzeniach sa wlasciwe.

Fakt 1.3.6 (arytmetyka granic ciagow)
1. lim(a, —b,)=lima, —limb,
n—x0

n— n—0

2. lim(c-a,)=c-lima,, gdzie ce R

n—>0

3. lim(a, )" = Qiman )p, gdzie peZ

n—x0
4. lim4ja, =«/lima,, gdzie ke N
n—>0 n—>0

Wzory te sa uproszczonymi formami zapisu odpowiednich twierdzen. Zakladamy przy tym, ze wszystkie wyrazenia wystgpu-
jace we wzorach maja sens.

Tw. 1.3.7 (o trzech ciagach)
l.a,<b,6 <c, dlakazdego n=n,

2. lima, =b .
n—>w = lim bn =b
. n—o
3. limc, =b
n—>0

Tw. 1.3.8 (0 ciagu monotonicznym i ograniczonym)

Jezeli

1. ciag (a,) jest niemalejacy dla n > ny,

2. ciag (a,) jest ograniczony z gory,

to jest zbiezny do granicy wlasciwej Sup {a y }

Uwaga. Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie dla ciagu nierosnacego i ograniczonego z dotu.



Tw. 1.3.9 (okreslenie liczby e)

n
Ciag e, = [1 + —j jest rosnacy i ograniczony z gory, a zatem jest zbiezny. Granicg tego ciagu oznaczmy przez e:

n
def IRY
e=lim|1+—| .
n—ow n
def

Uwaga. Logarytm przy podstawie e z liczby x nazywamy logarytmem naturalnym i oznaczamy przez In x ; In x = log, x.
def
Natomiast funkcje wyktadnicza przy podstawie e nazywamy eksponens i oznaczamy przez exp; €Xp X = e’ .

Liczba e jest w przyblizeniu réwna 2,7182818285.

Podane nizej dwa fakty czgsto wykorzystujemy do znajdowania granic ciagéw potggowych.

Fakt 1.3.10 (o ciagach z granica e)

1. a, >0 dlakazdego ne N 1)
: =lmll+—| =e
2. lima, = o P

n—0 n

= lim(1 + b, )bi =e

n—0

2. limb, =0

n—>0

1. b, >0 dlakazdego n€ N }

Uwaga. Pierwszy fakt jest prawdziwy takze wtedy, gdy ciag (a,) jest zbiezny do granicy niewlasciwej -oo, a drugi, gdy ciag
(b,) ma wyrazy ujemne.

1.4 TWIERDZENIA O GRANICACH NIEWLASCIWYCH

Tw. 1.4.1 (o dwoéch ciagach)

l.a <b dlakazdego n>n
T ¢ ‘ }:Himbn:oo

2. hm Cln =0 n—o
n—>0
Tw. 1.4.2 (tabelka ,,dzialan” z symbolem o)
a+o0w=00 dla—wo<g<Loo a-o=0 dla0<a<o
a a
—=0dla—0<ag<ow —=wdlal<as<o
o0
a”=0dla0" <a<l a” = dlal<a<o
0’ =0 dla—0<bh<0 0’ =0 dla 0<b <0
Podobnie wyglada tabelka ,,dziatan” z symbolem -oo.
Opuszczone w tabeli wyrazenia:
00 — 00 0- 0 00 1% @O 00

0 0

Nazywamy wyrazeniami nieoznaczonymi. Ich warto$¢ zalezy od postaci ciaggow tworzacych dane wyrazenie.

1.5 GRANICE DOLNA I GORNA CIAGOW

Tw. 1.5.1 (Weierstrassa dla ciagow)
Jezeli ciag jest ograniczony, to istnieje podciag tego ciagu zbiezny do granicy wiasciwe;j.

Def. 1.5.2 (punkt skupienia ciagu)
Liczba a jest punktem skupienia ciagu, jezeli istnieje podciag tego ciagu zbiezny do granicy a.

Def. 1.5.3 (granice dolna i gérna ciagu)
Niech ciag (a,) bedzie ograniczony oraz niech S oznacza zbidr punktow skupienia tego ciagu. Granicg dolna ciagu (a,)
okreslamy wzorem



def
liminf a, =1inf S.
n—>0
Podobnie okreslamy granicg gorna ciagu (a,,)
def
limsupa, =supS.

n—0

Uwaga. Jezeli ciag (a,) jest ograniczony z dotu oraz zbior jego punktow skupienia jest pusty, to przyjmujemy

def
liminfa, = .
n—w
W przypadku ciagu (a,) nieograniczonego z dotu przyjmujemy
def
liminfa, =—c0.
n—>0
Podobnie, jezeli ciag (a,) jest ograniczony z gory oraz zbior jego punktoéw skupienia jest pusty, to przyjmujemy
def
limsupa, =—oo.
n—>0
W przypadku ciagu (a,) nieograniczonego z gory przyjmujemy
def
limsupa, =oo.

n—>0

Do oznaczenia granicy dolnej i gornej ciagu (a,) stosowane s takze symbole lim a,i lim a, lub krotko li_man i liman .

n—>00 n—0

2. GRANICE FUNKCJI
2.1 PODSTAWOWE OKRESLENIA

Def. 2.1.1 (Heinego granicy wlasciwej funkcji w punkcie)
Niech funkcja fbedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o, z wyjatkiem by¢ moze punktu xy € (a,b). Liczba g jest
granica wlasciwa funkcji f'w punkcie x,, co zapisujemy
lim f(x)=g,
X—>Xg
wtedy i tylko wtedy, gdy
x, #x, dla kazdego ne N

= flim /()= ¢

7AN
(x,)

limx, =x,

{x,}c(a,b)_ \n—o

f(zw)
v
g
J(z2) Rys. 2.1.1
f(=1) Ilustracja definicji Heinego granicy wtasciwej funkcji
w punkcie

Obrazowo, funkcja f'ma w punkcie x, granicg wlasciwg g, gdy jej wartosci odpowiadajace argumentom dazacym do punktu x,
(i r6znym od tego punktu) daza do liczby g (rys. 2.1.1)

Uwaga. Warto$¢ funkcji f'w punkcie x (o ile istnieje) nie ma wptywu na jej granicg w tym punkcie. Definicj¢ granicy funkcji

mozna poda¢ takze (bez wigkszych zmian) dla funkcji okreSlonych na sumie przedziatow otwartych, w punktach

wewngtrznych przedzialow domknigtych itp. Zamiast rownosci lim f(x) = g mozna stosowac takze zapis f(x)———> g,
XX,

X=X

albo tez f(x) > g, gdy x> x,.

Fakt 2.1.2 (o nieistnieniu granicy funkcji w punkcie)

Jezeli
: (. : [ |
1. limx,'=x, oraz lim f(x,")=g',
n—0 n—x0

2. limx,"=x, oraz lim f(x,")=g",
n—>o0

n—0



3‘ gvi g"’

to granica lim f'(x) nie istnieje (wlasciwa ani niewlasciwa).
X‘)XO

Uwaga. Powyzszy fakt jest prawdziwy takze wtedy, gdy g’ =2 o lub g” ==+ 0.

Def. 2.1.3 (Cauchy’ego granicy wlasciwej funkcji w punkcie)
Niech funkcja fbedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o, z wyjatkiem by¢ moze punktu x, € (a,b). Liczba g jest
granica wlasciwg funkcji f'w punkcie x, co zapisujemy

lim f(x)=g,

X=X,
wtedy i tylko wtedy, gdy
X, * Xy

.s'/>\0§\>/0xe(/c>,b) |xn _x0|<5 :>(]f(x)—g|<8) .

4Y y=/(z)
gte f-———m— =
I(=) I
‘ i
9TEITTTTT T V :
} ! Rys. 2.1.2
| | Ilustracja definicji Cauchy’ego granicy wiasciwe;j
i ! funkeji w punkcie
a E | b
(0] To—¢ To T xo+6 T

Obrazowo, funkcja f'ma w punkcie x, granicg wlasciwa g, gdy jej wartosci r6znia si¢ dowolnie mato od granicy, o ile jej tylko
argumenty leza dostatecznie blisko punktu x, (rys. 2.1.2).

Def. 2.1.4 (Heinego granicy lewostronnej wlasciwej funkcji w punkcie)
Niech funkcja f'bedzie okre$lona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o, z wyjatkiem by¢ moze punktu x, € (a,b]. Liczba g jest
granica wlasciwa lewostronna funkcji f'w punkcie x,, co zapisujemy

lim f(x)=g,

X—>Xq
wtedy i tylko wtedy, gdy
x, <x, dla kazdego ne N

) || limx, =x, j(llglof(x”):g) '

{x, }C”(u,b) n—»w

Rys. 2.1.3
Ilustracja definicji Heinego granicy lewostronnej
wlasciwej funkcji w punkcie

Obrazowo, liczba g jest granica lewostronng funkcji /' w punkcie x,, gdy jej wartosci odpowiadajace argumentom dazacym do

punktu x, przez warto$ci mniejsze od x,, daza do liczby g (rys. 2.1.3). Zamiast rownosci 1im f(x) = g stosowany jest takze
XX

zapis f(x, —0)=g lub f(x,)=g.

Uwaga. Podobnie jak w poprzednich definicjach, wartos¢ funkcji w punkcie x, (o ile istnieje) nie ma wplywu na granicg
lewostronng funkcji w punkcie xy. Granicg prawostronng funkcji f w punkcie x, definiuje si¢ analogicznie. Oznaczamy ja

symbolem lim f(x)=g, f(x, +0)=g lub f(x;)=g.



Def. 2.1.5 (Cauchy’ego granicy lewostronnej wlasciwej funkcji w punkcie)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o, z wyjatkiem by¢ moze punktu x, € (a,b]. Liczba g jest
granica lewostronng wtasciwa funkcji f'w punkcie x,, co zapisujemy

lim f(x)=g,

wtedy i tylko wtedy, gdy
AV A [(O<xn —x<5):Qf(x)—g|<8)].

>0 0>0 xe(a,b)

y=f(z)
Rys. 2.1.4
I Tlustracja definicji Caucgy’ego granicy lewostronne;j
75 , wilasciwej funkcji w punkcie
S N
a i b
O 20—6 T To 4

Obrazowo, liczba g jest granica lewostronna funkcji f, gdy x dazy do punktu x,, jezeli jej wartosci roznia si¢ od granicy
dowolnie mato, o ile argumenty leza dostatecznie blisko (po lewej stronie) punktu x, (rys. 2.1.4). Definicja Cauchy’ego
granicy prawostronnej funkcji w punkcie jest analogiczna.

Def. 2.1.6 (Heinego granicy niewlasciwej funkcji w punkcie)
Niech funkcja f'bedzie okre§lona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o, z wyjatkiem by¢é moze punktu x, € (a,b). Funkcja f ma
granica niewlasciwa w punkcie xy, co zapisujemy

lim f(x)=00,

X=X

wtedy i tylko wtedy, gdy
x, #x, dla kazdego ne N

A . = \lim f(x =oo).
(x,) llmxn =X, (n—>oof( n)

{x,}c(a,b) n—

y=f(x)

o]

f
(zn) +--) Rys. 2.1.5

: ' [lustracja definicji Heinego granicy niewlasciwej
J(22) | funkcji w punkcie
f(=1) '

] :l/l’w: ZTo4Tn bz

Obrazowo, funkcja f ma granic¢ niewlasciwag oo, gdy x dazy x,, jezeli jej wartoSci odpowiadajace argumentom dazacym do

punktu x, (i réznym od x), daza do o (rys.2.1.5). Zamiast réwnosci lim f(x) =00 mozna stosowaé takze zapis
X=X

f(X)TrO)OO lubter(x)—)OO,gdy X —>X,.

Uwaga. Podobnie jak poprzednio, wartos¢ funkcji w punkcie x, (o ile istnieje) nie ma wptywu na granice niewtasciwa funkcji
w tym punkcie. Definicja Heinego granicy niewlasciwej —o funkcji w punkcie jest analogiczna do definicji podanej wyzej.

Def. 2.1.7 (Cauchy’ego granicy niewlasciwej funkcji w punkcie)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o, z wyjatkiem by¢é moze punktu xy € (a,b). Funkcja f ma
granica niewtasciwa w punkcie x, co zapisujemy

lim f(x) =0,

X=X,

wtedy i tylko wtedy, gdy



X, #X,

=(f(x)>E)|.

AV A
E50 550 xe(a,b) |x —x0|<5
n

=1
1)
E / : Rys. 2.1.6
' f Tlustracja definicji Cauchy’ego granicy niewlasciwej
N funkcji w punkcie
o I
o /0—61 zot+6 z

Obrazowo, funkcja f ma granicg niewlasciwg oo, gdy x dazy do x,, jezeli jej wartosci sa dowolnie duze, o ile tylko argumenty
leza dostatecznie blisko punktu x, (i sa od niego rozne, rys.2.1.6).

Uwaga. Definicja Cauchy’ego granicy niewlasciwej —o funkcji w punkcie jest analogiczna do definicji podanej wyze;j.

Uwaga. Wprowadza si¢ pojgcia granic jednostronnych niewtasciwych funkcji w punkcie. Definicje Heinego i Cauchy’ego
takich granic sg analogiczne do odpowiednich definicji granic jednostronnych wtasciwych. Do oznaczenia tych granic stosuje

sig zapis: f(x&):oo, f(x(;)z_ooa f(xg):we f(xg)z—o().

Tw. 2.1.8 (warunek konieczny i wystarczajacy istnienia granicy)
Funkcja f'ma w punkcie x, granic¢ wlasciwa lub niewlasciwa wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(x)= lim f(x).

X<Xxg

Wspdlna wartos¢ granic jednostronnych jest granica funkcji.

Def. 2.1.9 (Heinego granicy wlasciwej funkcji w nieskonczonosci)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,0), -0 < a < oo. Liczba g jest granica whasciwa funkcji f'w oo, co zapisujemy

lim f(x)=g,

wtedy i tylko wtedy, gdy
A limx, =eo)= llim £(x,) =g
n—>00 —®

(x,)
{x, }c(a,»)

4
s .
/(;2) E Rys. 2.1.7
1l -/ i Tlustracja definicji Heinego granicy wiasciwej funkcji
ai | | = W nieskonczonosci
Ol ziT2 Tn e 00

Obrazowo, funkcja f ma w o granicg wlasciwa g, jezeli jej wartoéci odpowiadajace argumentom dazacym do o daza do
granicy g (rys. 2.1.7). Zamiast rtownosci lim f(x) = g stosowany jest takze zapis f’ (X)—=—g; f(x)>g,gdy x >
x—o X—o®

albotez f(w0)=g.
Uwaga. Definicja Heinego granicy whasciwej funkcji w —oo jest podobna do poprzedniej definicji.

Fakt 2.1.10 (o nieistnieniu granicy funkcji w nieskonczonosci)

Jezeli
1. limx,'=o00 oraz lim f(x,')=g',
n—>0 n—o0

2. limx, "= oraz lim f(x,")=g",
n—>0

n—>0



3. g'#g",
to granica lim f'(x) nie istnieje (wlasciwa ani niewlasciwa).

X‘)XO

Uwaga. Powyzszy fakt jest prawdziwy takze wtedy, gdy g’ =2 o lub g” ==+ 0.

Def. 2.1.11 (Cauchy’ego granicy wlasciwej w nieskonczonosci)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,0), -0 < a < 0. Liczba g jest granica whasciwa funkcji f'w oo, co zapisujemy

lim f(x)=g,
wtedy i tylko wtedy, gdy V
ANV OOA [(x>A):Qf(x)—g|<g)].

£>0 AeR xe(a,»)

g+e rt—J ———————————————————————————
O] S—
& ! v=1(2)
5 Rys. 2.1.8
! Tlustracja definicji Cauchy’ego granicy wtasciwej funkcji
a | w nieskonczonosci
O A T T

Obrazowo, funkcja f'ma granicg wlasciwa w oo, jezeli jej wartosci roznig si¢ od granicy dowolnie mato, o ile tylko argumenty
sa dostatecznie duze (rys. 2.1.8).

Uwaga. Definicja Cauchy’ego granicy wlasciwej w —oo jest podobna do podanej wyzej definicji.

Def. 2.1.12 (Heinego granicy niewladciwej funkcji w nieskonczonosci)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,0), -0 < a < oo, Funkcja f'ma w o granicg niewltasciwa oo, co zapisujemy

lim f(x) =00,

X—>0

wtedy i tylko wtedy, gdy

A lima, =)= {lim f(x,) =0

{x, }c(a,0)

*
f(zn)
Rys. 2.1.9
[lustracja definicji Heinego granicy niewtasciwej funkcji
w nieskonczonos$ci
fz2)
f(zy)
3

Obrazowo, funkcja f' ma granicg niewlasciwa oo, gdy x dazy do o, jezeli jej wartoSci odpowiadajace argumentom dazacym do
oo daza oo (rys. 2.1.9). Zamiast rownosci lim f(x)=oo stosowany jest takze zapis f(x)—x_)—m—wo; f(x) > o, gdy
X—>0

x — o0 albo tez f(o0) = 0.

Def. 2.1.13 (Cauchy’ego granicy niewlasciwej funkcji w nieskonczonosci)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,0), -0 < a < o0. Funkcja f'ma w o granicg niewtasciwa oo, co zapisujemy

lim f(x) =00,

wtedy i tylko wtedy, gdy
AV A [(x>A):(f(x)>E)].

E>0 AeR xe(a,»)



y=f(z)

Rys. 2.1.10
[lustracja definicji Cauchy’ego granicy niewlasciwe;j
funkcji w nieskonczonos$ci

Obrazowo, funkcja w o ma granicg niewlasciwa oo, jezeli jej wartosci sa dowolnie duze, o ile tylko argumenty sa dostatecznie
duze (rys. 2.1.10).

Tw. 2.1.14 (o r6wnowaznoSci definicji granic funkcji)
Odpowiadajace sobie definicje Heinego i Cauchy’ego granic funkcji sa rownowazne.

2.2 ASYMPTOTY FUNKCJI

Def. 2.2.1 (asymptota pionowa lewostronna funkcji)

Prosta x = a jest asymptota pionowa lewostronna funkcji £, jezeli

lim f(x)=—o0 albo lim f(x)=c.
B x—a

xX—a

Uwaga. Analogicznie definiuje si¢ asymptote pionowa prawostronng (rys. 2.2.2). Prosta, ktora jest jednoczesnie asymptota
lewostronng i prawostronna funkcji nazywamy asymptota pionowa obustronng lub krétko asymptota pionowa tej funkcji
(rys.2.2.3). Funkcja elementarna moze mieé asymptoty pionowe jedynie w skonczonych kranicach swej dziedziny.

Y | r=a y r=al
5 |
1 |
. 1
S }
! |
! |
1 !
} I
j Z/:f(r)
| |
1 i
o 7 > = -5 p
Rys. 2.2.1 Asymptota pionowa lewostronna Rys. 2.2.2 Asymptota pionowa prawostronna
WY ‘ WY ‘
T r=—a . |
i 1
| I
| ]
| |
| |
L\ ¥=J(2)
~N C \ =)
\ A: a _ ‘A'(a .
(@] T T o X \r
! |
! '
: |
: (
| : r=a
|

Rys. 2.2.3 Przyktady asymptot pionowych obustronnych

Def. 2.2.2 (asymptota uko$na funkcji)
Prosta y = A, x + B, jest asymptota uko$na funkcji /' w +oo, wtedy i tylko wtedy, gdy

lim[f(x) = (4,x+ B.)]=0.



y=/(z) / y=B4

& y={(z)
y=Agr+By

O T o z

Rys. 2.2.4 Asymptota ukos$na Rys. 2.2.5 Asymptota pozioma

Obrazowo, prosta jest asymptota uko$na funkcji w oo, gdy jej wykres dla argumentéw lezacych ,blisko” oo praktycznie
pokrywa sig z tg prosta (rys. 2.2.4).

Uwaga. Analogicznie definiuje si¢ asymptotg ukosna funkcji w —oo. Wspotczynniki asymptoty oznaczamy wtedy symbolami
A_ i B_.Jezeli wspbtczynnik A, w réwnaniu asymptoty jest rowny 0, to asymptote uko$na nazywamy pozioma (rys. 2.2.5).
Warto podkresli¢, ze asymptota uko$na moze przecina¢ wykres funkcji nawet nieskonczenie wiele razy.

Tw. 2.2.3 (warunek istnienia asymptoty ukosnej)
Prosta y = A, X + B, jest asymptota ukos$na funkeji f'w +oo, wtedy i tylko wtedy, gdy

A =1im LY o B = tim( £ (x) - ).

X—>0 X

Uwaga. Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie o asymptotach ukosnych funkcji w —oo.

Fakt 2.2.4 (warunek istnienia asymptot poziomych)
Prosta y = B, jest asymptota pozioma funkcji /' w oo, wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(x)=B, .

Uwaga. Podobnie wyglada warunek istnienia asymptoty poziomej w —oo.

2.3 TWIERDZENIA O GRANICACH FUNKCJI

Tw. 2.3.1 (o granicy sumy i réznicy funkcji)

I. lim f(x)=p

X=X

_ = lim(f(x) + g(x))= lim f(x) + lim g(x)=p +q.
2. lim g(x)=g¢q FXo XX XX

Tw. 2.3.2 (o granicy iloczynu funkcji)
I. lim f(x)=p

o = lim(f(x)- g(x))=lim f(x)-lim g(x)=p-q.
2. lim g(x) =q X=X, X=X, X=X,

X=X

Tw. 2.3.3 (o granicy ilorazu funkcji)

1. lim f(x)=p lim f(x)
x—.>x0 — lim f(x) — XT)XO — )
2. limg(x)=¢q| ngx) limgk) g

Tw. 2.3.4 (0 granicy poteg funkcji)

1. f(x)>0dla x#x,

2. lim /(9=

3. lim g(x)=q = lim(/ ()" = (lgm f (x))”” =p*.
4. p+ |q| >0

Przyjmujemy przy tym, ze (0")? = co dla g < 0.



Uwaga. Powyzsze twierdzenia o arytmetyce granic sg prawdziwe takze dla granic jednostronnych funkcji w punkcie x, oraz w
—oo lub co. Twierdzenia te sa ponadto prawdziwe dla granic niewlasciwych w punkcie lub w nieskonczonosci. W takich
przypadkach stosujemy reguly ,,dziatan” z symbolami co i —o podane w tw. 1.4.2.

Tw. 2.3.5 (o granicy funkcji zlozonej)
l. lim f(x)=y,
2. f(0)#y, dla x#x,p= lim(g(f(0))=4.
3. limg(y)=g¢q
Y=>Yo

2.4 METODY ZNAJDOWANIA GRANIC FUNKCJI

Tw. 2.4.1 (o trzech funkcjach)

1. f(x)<g(x)<h(x) dla kazdego x # x,

2. lim f(x)=p = limg(x)=p.
3. limA(x)=p

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest takze prawdziwe dla granic jednostronnych oraz granic w nieskonczonosci.
Fakt 2.4.2 (zamiana granic)

1. limf(x)zlin(}f(u+x0).

2. lim f(x)=lim f(lj.
x—>to0o u—0~ u

2.5 GRANICE PODSTAWOWYCH WYRAZEN NIEOZNACZONYCH

Tw. 2.5.1 (0 dwéch funkcjach)
l. f(x)<g(x) dla kaidego x # x, '
2. lim f(x)=o0 = lim g(x) =oo.

X=X
X=X

Uwaga. Twierdzenie o dwoch funkcjach jest prawdziwe takze dla granic jednostronnych oraz dla granic w nieskonczonosci.
Ponadto prawdziwe sa analogiczne twierdzenia dla granicy niewtasciwej funkcji rownej —o.

Fakt 2.5.2 (granice podstawowych wyrazen nieoznaczonych)

lim 3% lim 8% =
x—0 X x—0 X
im® L g, a0 lim &=L o1
x—0 X x—0 X
1 1+ . In(1+
limwzloga e, 0<a=l hm(—x):l
x—0 X x—0 X
' a X ) ' 1 X
hm(1+—] =e”, aeR hm(l+—] =e
xX—>*towo X X—>1o0 X
1 a
lim(1+ x)s = e im D e
x—0 x—0 X
lim 2Xesmx _, lim 2retex 4
x—0 X x—0 X




3. FUNKCJE CIAGLE
3.1 CIAGLOSC FUNKCJI

Def. 3.1.1 (funkcja ciagla w punkcie)
Niech funkcja f'bgdzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech x; € (a,b). Funkcja f'jest ciagta w punkcie x,

wtedy i tylko wtedy, gdy

lim f(x) = f(x,).

XX,
Obrazowo, funkcja jest ciagta w punkcie, gdy jej wykres nie ,,przerywa” si¢ w tym punkcie.
Def. 3.1.2 (Heinego funkcji ciaglej w punkcie)

Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < w oraz niech x, € (a,b). Funkcja f'jest ciagta w punkcie x,
wtedy i tylko wtedy, gdy

{x,(f{c”\()a,b) 12{1&, =xo):> (liigf<xn>=f(xo))].

J(za)
A\
J(zo)

f(z2)
f(=z1)

Rys. 3.1.1
Ilustracja definicji Heinego funkcji ciagtej w punkcie

Def. 3.1.3 (Cauchy’ego funkcji ciaglej w punkcie)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech x, € (a,b). Funkcja f'jest ciagta w punkcie x,

wtedy i tylko wtedy, gdy
Ao Mr=x|<0)= (16 - 1o <el

Y y=/(z)
flxg)te (- -~
(z)
I(z0) ¢
S(zo)—«

Rys. 3.1.2
Tlustracja definicji Heinego funkcji ciagtej w punkcie

Funkcja fjest ciagta w punkcie xy, gdy mate zmiany argumentu x wzglgdem punktu x, powoduja mate zmiany wartosci funkcji
fix) wzgledem wartosci f{xy).

Tw. 3.1.4 (o rownowaznosci definicji ciaglosci funkeji)
Definicje Heinego i Cauchy’ego ciagtosci funkcji w punkcie sa rownowazne.

Def. 3.1.5 (funkcja lewostronnie ciagla w punkcie)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < oo oraz niech x, € (a,b). Funkcja fjest lewostronnie ciagla w

punkcie x, wtedy i tylko wtedy, gdy
lim f(x)= f(x,).
X=X

Uwaga. Podobnie wyglada definicja ciagtosci lewostronnej funkcji f :(a,b] — R , gdzie -0 < a < b < oo, w punkcie x, €
(a,b]. Analogicznie definiuje si¢ funkcje¢ prawostronnie ciagta w punkcie.

Tw. 3.1.6 (warunek konieczny i wystarczajacy ciaglo$ci)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < w oraz niech x, € (a,b). Funkcja f'jest ciagta w punkcie x,
wtedy i tylko wtedy, gdy jest lewostronnie i prawostronnie ciagta w tym punkcie.



Def. 3.1.7 (funkcja ciagla na przedziale)
Funkcja fjest ciagta na przedziale, jezeli jest ciagta w kazdym punkcie tego przedziatu.

Uwaga. Ciaglo$¢ funkcji na przedziale [a,b] oznacza jej ciaglos¢ w kazdym punkcie przedziatu otwartego oraz prawostronng
ciaglo$¢ w punkcie a i lewostronng ciaglos¢ w punkcie b. Analogicznie mozna zdefiniowac ciagto$¢ funkcji na sumie
przedzialow lub na bardziej skomplikowanych podzbiorach proste;.

3.2 NIECIAGLOSCI

Def. 3.2.1 (nieciaglosci pierwszego rodzaju)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech xy, € (a,b). Funkcja f ma w punkcie x,
nieciagto$¢ pierwszego rodzaju, jezeli istnieja granice skonczone

lim f(x), lim f(x)

X—>Xq X—x;

oraz

lim f(x)# f(x,)  lub lim 7(x) # f(x,)

X=X X—>xg

Uwaga. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x, nieciagto$é pierwszego rodzaju typu ,,skok”, jezeli spetnia warunek

lim f(x)# lim f(x).

X=X

Natomiast, jezeli funkcja f'spetnia warunek

lim £(x) = lim £(0)# f(x,).

X=X

to méwimy, ze ma ona w punkcie x, nieciggto$¢ pierwszego rodzaju typu ,,luka”.

flzo) frm=mmmmmmn-e

f(J-‘uJ

(&}

Rys. 3.2.1 Funkcja f' ma w punkcie x, nieciagtos$¢ Rys. 3.2.2 Funkcja f'ma w punkcie x, nieciagtos$¢
pierwszego rodzaju typu ,,skok” pierwszego rodzaju typu ,,luka”

Def. 3.2.2 (nieciaglo$¢ drugiego rodzaju)
Niech funkcja f bgdzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech x;, € (a,b). Funkcja f ma w punkcie x,
nieciaglos$¢ drugiego rodzaju, jezeli przynajmniej jedna z granic

lim f(x), lim f(x)

X=X x—>xg

nie istnieje lub jest niewlasciwa.

y=/(z)
y=/(z)
f(xo) b
- (o) |--mmmmmee .
(@} To T O To "z
Rys. 3.2.3 Funkcja fma w punkcie x, obie granice Rys. 3.2.4 Granica lewostronna funkcji /' w
jednostronne niewlasciwe punkcie x, nie istnieje

Uwaga. Nieciaglo§¢ funkcji mozna badaé jedynie w punktach nalezacych do jej dziedziny. Rozwaza si¢ takze nieciaglo$ci
jednostronne funkcji.



3.3 DZIALANIA NA FUNKCJACH CIAGLYCH

Tw. 3.3.1 (o ciaglosci sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)
Jezeli funkcje f'i g sa ciaglte w punkcie x, to:
a) funkcje f+ g, f— g sa ciagle w punkcie xy;
b) funkcja f'g jest ciagla w punkcie x;
S

c) funkcja £ jest ciagta w punkcie xy, o ile g(xy) = 0.
g
Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla funkcji ciaglych jednostronnie.

Tw. 3.3.2 (o ciaglo$ci funkcji zlozonej)

Jezeli

1. funkcja fjest ciagta w punkcie x,

2. funkcja g jest ciaglta w punkcie y, = f(xy),

to funkcja zlozona go f jest ciagta w punkcie x,.

Uwaga. Jezeli funkcja fjest ciagta jednostronnie, a funkcja g jest ciagla, to funkcja ztozona g o f* jest ciagta jednostronnie.

Tw. 3.3.3 (o ciaglosci funkcji odwrotnej)
Jezeli funkcja fjest ciagta i rosnaca na przedziale [a,b], to funkcja odwrotna f” jest ciagta i rosnaca na przedziale [f{a),f(b)].

Uwaga. Prawdziwe jest takze analogiczne twierdzenie dla funkcji malejace;.

Tw. 3.3.4 (o ciaglosci funkcji elementarnych)
Funkcje elementarne sa ciagte w swoich dziedzinach.

Tw. 3.3.5 (o monotonicznosci funkcji ciaglej i r6znowartoSciowej)
Niech funkcja f'bedzie ciagla na przedziale [a,b]. Wowczas, funkcja fjest roznowartosciowa na przedziale [a,b] wtedy i tylko
wtedy, gdy jest malejaca albo rosnaca na tym przedziale.

3.4 TWIERDZENIA O FUNKCJACH CIAGLYCH

Tw. 3.4.1 (Weierstrassa o ograniczonosci funkcji ciaglej)
Jezeli funkcja jest ciagla na przedziale [a,b], to jest na tym przedziale ograniczona.

Uwaga. Zalozenie domknigtosci przedziatu jest istotne, bo np. funkcja f{x) = ctgx jest ciagla na przedziale (0,7), ale nie jest na
nim ograniczona. Takze zalozenie ograniczonosci przedziatu jest istotne, gdyz np. funkcja fix) = x jest ciagla na przedziale
[0,20), ale nie jest na nim ograniczona. Podobnie zatozZenie ciaglosci funkcji jest istotne, bo np. funkcja

0 dla xeQ

J)= 1 dla x¢ Q
X

nie jest ograniczona na przedziale domknigtym [-1,1].

Tw. 3.4.2 (Weierstrassa o osigganiu kreséw)
Jezeli funkcja f'jest ciagta na przedziale [a,b], to
Vv c¢)= inf X) oraz V d)= su X).
2, ©=Jnf FG) one v f(@)= sup f(2)

x€la,b

Uwaga. Zatozenie domknigtosci przedziatu [a,b] jest istotne, bo np. funkcja f{x) = x nie osiaga swoich kresow na przedziale
(0,1).

Tw. 3.4.3 (Darboux o przyjmowaniu wartos$ci posrednich)
Jezeli

1. funkcja fjest ciagta na przedziale [a,b],

2. fla) <fib),

to

flc)=w.

JAN \4
we(f(a),f (b)) ce(a,b)
Obrazowo, kazda prosta y = w, gdzie fla) < w < f(b) lub f{b) <w < fla), przecina wykres funkcji / co najmniej raz.

Uwaga. Jezeli w powyzszym twierdzeniu zalozy¢ dodatkowo, ze funkcja f jest rosnaca, to punkt ¢ okreslony bedzie
jednoznacznie. Analogiczne twierdzenie jest takze prawdziwe dla przypadku fla) > f(b).



Tw. 3.4.4 (Darboux o miejscach zerowych funkcji)
Jezeli

1. funkcja fjest ciagta na przedziale [a,b],

2. fla)fib) <0,

to

v f(e)=0.

ce(a,b)

Uwaga. Jezeli funkcja /' w powyzszym twierdzeniu jest dodatkowo malejaca albo rosnaca, to punkt c¢ bedzie okreslony
jednoznacznie. Twierdzenie to ma zastosowanie przy wyznaczaniu miejsc zerowych skomplikowanych funkcji z dowolng
doktadnoscia.

4. POCHODNE FUNKCJI
4.1 PODSTAWOWE POJECIA

Def.4.1.1 (iloraz réznicowy)
Niech funkcja f bedzie okres$lona na przedziale (a,b), -o0 < a < b < w oraz niech xy € (a,b), xg + Ax € (a,b). llorazem
réznicowym funkcji f'w punkcie x, odpowiadajacym przyrostowi Ax # 0 zmiennej niezaleznej nazywamy liczbe

gdgf(xo +Ax) — f(x,)

Ax Ax

y=/()

sieczna

J(zo+Az)

Rys. 4.1.1
Ilustracja definicji ilorazu réznicowego

Fakt 4.1.2 (interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego)
Iloraz réznicowy jest tangensem kata nachylenia siecznej przechodzacej przez punkty (xg, fx), (xo+ Ax, fixg+ Ax)) wykresu
funkcji f'do dodatniej czgsci osi Ox;

Af

tga=—.
Ax
Def. 4.1.3 (pochodna wlasciwa funkcji)

Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech x, € (a,b), xy + Ax € (a,b). Pochodna wlasciwa
funkcji f'w punkcie x) nazywamy granicg skonczona

P i SO0

X=X, X=X, A—0 Ax ’

Uwaga. Jezeli istnieje pochodna wilasciwa funkcji f w punkcie xy, to méwimy, ze funkcja fjest rozniczkowalna w tym punkcie.

d
Do oznaczenia pochodnej funkcji f'w punkcie x, stosowane sa takze symbole dl (xo ), Df(x,).
X

Fakt 4.1.4 (pochodne wazniejszych funkcji elementarnych)

Funkcja Pochodna Zakres zmiennosci
c 0 ceR
X" ! neN,xeR
x? pxp—l pe{-1,-2,-3, ..}, x#0
X% ax®! acR, x>0
sin x COS x xX€R
cos x —sin x XeR




Funkcja Pochodna Zakres zmiennos$ci
t
g =1+tg2x x¢£+k7r, gdzie keZ
cos’ x 2
ctgx -1 5 x#kr, gdzie keZ
——=—l-ctg"x
Sin- x
a” a*lna O0<az#l,xeR
¥ e’ xeR
shx chx X€ER
chx shx XER
thx 1 xX€eR
ch’x
cthx -1 x#0
sh®x
arcsin x 1 | x| <1
V1-x?
arccosx -1 x| <1
V1-x?
arctgx 1 XeR
1+ x?
arcctgx -1 xeR
1+x°
log, x 1 0<a=l,xeR
xlna
In x 1 x>0
X
Uwaga. Do obliczania pochodnych funkcji postaci f* oraz log r & stosujemy wzory:
¢ _pehs Ing
/ logf g=—=
In f

Def. 4.1.5 (styczna do wykresu funkcji)

Niech funkcja f bedzie okreSlona na przedziale (a,b), -0 < a < b < «© oraz niech x, € (a,b). Prosta jest styczna do wykresu
funkcji f'w punkcie (x4, fixy)), jezeli jest granicznym potozeniem siecznych funkcji f przechodzacych przez punkty (x,, f{xy)),
(x,f(x)), gdy X —> Xp.

Geometrycznie styczna jest prosta, ktora w poblizu punktu stycznos$ci ,,najlepiej” przybliza wykres funkcji. Nie jest prawda, ze
kazda prosta, ktora ma dokladnie jeden punkt wspolny z wykresem funkcji jest styczna do tego wykresu (moze np. przecinaé
wykres).

Fakt 4.1.6 (interpretacja geometryczna pochodnej)
Niech & oznacza kat migdzy styczna do wykresu funkcji f'w punkcie (xy, f{xy)) 1 dodatnig czescia osi Ox (rys. 4.1.2). Wtedy

f(x)=tga.

Rownanie stycznej do wykresu funkcji f'w punkcie (xy, fixy)) ma postac:

y=f)+ )= x,).

Rys. 4.1.2
Interpretacja geometryczna pochodne;j

L
Zao E4
styczna



Def. 4.1.7 (kat przeciecia wykresow funkcji)

Niech wykresy funkcji f1 g maja punkt wspolny (x4,)9), przy czym obie funkcje maja pochodne wtasciwe w punkcie x,. Katem
przecigcia wykresow funkcji /i g nazywamy kat ostry ¢ migdzy stycznymi wystawionymi do wykreséw tych funkcji w
punkcie przecigcia.

styczna

Rys. 4.1.3
Kat przecigcia wykresow funkcji

le) Zo x
styczna

y=g(z)

Fakt 4.1.8 (o mierze kata mi¢gdzy wykresami funkcji)
Miara kata ostrego przecigcia wykreséw funkcji £1 g w punkcie (xy,yy) wyraza si¢ wzorem

| Gr) =g ()|
1+ £ ()8 (x,)

@ =arctg

T
Jezeli f/(x,)g’ (x,)=~1, to przyjmujemy ¢ = 5

Tw. 4.1.9 (warunek konieczny rézniczkowalnosci funkcji)
Jezeli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie, to jest ciagta w tym punkcie.

Uwaga. Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Np. funkcja f(x) = |x| jest ciagta w punkcie x, = 0, ale pochodna f’(0) nie
istnieje.

4.2 POCHODNE JEDNOSTRONNE FUNKCJI

Def. 4.2.1 (pochodne jednostronne funkcji)
Niech funkcja f'bgdzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech xy € (a,b). Pochodng lewostronna wlasciwa
funkcji f'w punkcie x, nazywamy granic¢ wtasciwa
“f x)— f(x . A
f_/(xo) = hmmz lim _f
x—x; X=X, A0 Ax

Analogicznie definiuje si¢ pochodna prawostronng wlasciwa funkcji /' w punkcie x,. Pochodna ta oznaczamy f- Jr/ (xo ).

Uwaga. Jezeli funkcja ma w punkcie pochodng lewostronng (prawostronng) wtasciwa, to jest w tym punkcie ciagta lewostron-
nie (prawostronnie).

Fakt 4.2.2 (interpretacja geometryczna pochodnych jednostronnych)
Niech a1 foznaczaja odpowiednio katy nachylenia prawej i lewej stycznej wykresu funkcji do dodatniej czgsci osi Ox. Wtedy

thCZer/(XO), tgﬂ:f_/(xo)-

Tw. 4.2.3 (warunek konieczny i dostateczny istnienia pochodnej)
Pochodna f’(xy) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
/ /
Si(xg)=f1(x,) -

Jezeli pochodne jednostronne funkcji sa rowne, to ich wspdlna wartos¢ jest pochodna funkcji.

Def. 4.2.4 (rozniczkowalnos¢ funkcji na przedziale)
Funkcja jest rozniczkowalna na przedziale wtedy i tylko wtedy, gdy jest r6zniczkowalna w kazdym punkcie tego przedziatu.
Funkcjg okreslona na przedziale, ktorej wartosci w punktach x tego przedziatu sa rowne f°(x) nazywamy pochodna funkcji fna

L /
przedziale i oznaczamy przez f .

Uwaga. Roézniczkowalno$¢ funkcji na przedziale domknigtym [a,b] oznacza jej rézniczkowalno$¢ w kazdym punkcie
przedzialu otwartego (a,b) oraz istnienie pochodnej lewostronnej wtasciwej w punkcie b i prawostronnej wiasciwej w punkcie
a.



Def. 4.2.5 (pochodna niewlasciwa funkcji)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < oo oraz niech bedzie ciaglta w punkcie x, € (a,b). Funkcja f
ma w punkcie x, pochodna niewtasciwa wtedy i tylko wtedy, gdy
. X)— X . X)— X
e S-S ) f)
X*)XO x —_ xo X*))CO x —_ x()

Uwaga. W podobny sposob definiuje si¢ pochodne niewtasciwe jednostronne. Pochodne te oznacza si¢ tym samym symbolem
co pochodne jednostronne wlasciwe.

4.3 TWIERDZENIA O POCHODNEJ FUNKCJI

Tw. 4.3.1 (o0 pochodnej sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji)
Jezeli funkcje f1 g sa rozniczkowalne w punkcie x,, to
a) funkcja f + g jest rozniczkowalna w punkcie x, oraz

(f£8) (x)=1"(x) £g' (x,),
b) funkcja /- g jest r6zniczkowalna w punkcie x, oraz
(f-8) (x)=f(x0) 8(xo) + f(x0) - &' (%),
f

c) przy zatozeniu, ze g(xy) # 0 funkcja < jest r6zniczkowalna w punkcie x,oraz
g
/ / /
(ij ey ) 80 = S (50) & (x0)
0/ 2 :
g g (xg)

Uwaga. Powyzsze wzory sa prawdziwe takze dla pochodnych jednostronnych oraz dla pochodnych niewtasciwych (stosujemy
wtedy reguly dzialan z nieskonczonoscia). Ponadto analogiczne wzory do podanych w punktach a) i b) sa prawdziwe rowniez
dla dowolnej liczby odpowiednio sktadnikow i czynnikow.

Tw. 4.3.2 (0 pochodnej funkcji zloZzonej)

Jezeli

1. funkcja fjest rozniczkowalna w punkcie x,

2. funkcja g jest rozniczkowalna w punkcie f{x,),

to funkcja zlozona g o f* jest r6zniczkowalna w punkcie x, oraz

(gof) )= (f(x))f (x,).

Uwaga. Prawdziwy jest takze analogiczny wzor dla dowolnej liczby sktadanych funkcji oraz dla pochodnych jednostronnych
funkcji ztozone;j.

Tw. 4.3.3 (0 pochodnej funkcji odwrotnej)

Niech

1. funkcja f'bedzie ciagta na przedziale (a,b),

2. funkcja f'bedzie malejaca albo rosnaca na przedziale (a,b),

3. f(x,)#0, x, €(a,b).

Wtedy funkcja odwrotna ' jest rozniczkowalna w punkcie y, = f{x) oraz

NP
(/) o) 7o

Uwaga. Wzor ten jest prawdziwy takze dla pochodnych jednostronnych wtasciwych i niewtasciwych.

Fakt 4.3.4 (pochodna funkeji elementarnej)
Pochodne funkcji elementarnych sa funkcjami elementarnymi.

4.4 ROZNICZKA FUNKCJI

Def. 4.4.1 (rozniczka funkcji)
Niech funkcja f ma pochodng wiasciwa w punkcie xy. Rozniczka funkcji f w punkcie x, nazywamy funkcje df zmiennej
Ax = x — x, okreSlong wzorem

def

df (Ax) = f'(x,)Ax.



Fakt 4.4.2 (zastosowanie rézniczki do obliczania przyrostu funkcji)
Niech funkcja f'bedzie rozniczkowalna w punkcie x,. Wtedy

S(x, +Ax)zf(x0)+f/(x0)Ax.

Fakt 4.4.3 (zastosowanie r6zniczki do szacowania bledéw pomiarow)
Niech wielkosci fizyczne x i y beda zwiazane zalezno$cia y = f{x). Ponadto niech A, oznacza btad bezwzgledny pomiaru
wielko$ci x. Wtedy btad bezwzgledny A, obliczanej wielkosci y wyraza si¢ wzorem przyblizonym

A, =~ ‘f/(xo )‘Ax )

gdzie x, jest wynikiem pomiaru wielkosci x.

Tw. 4.4.4 (o wielkoS$ci bledu w rachunkach przyblizonych)
Jezeli funkcja f'jest rézniczkowalna w punkcie x,, to
. Af—d
hm u = O X

Ax—0 Ax
Obrazowo, blad jaki popetniamy zastgpujac przyrost funkcji Af’jej rdzniczka df, dazy szybciej do zera niz Ax.

4.5 POCHODNE WYZSZYCH RZEDOW

Def. 4.5.1 (pochodna n-tego rzedu funkcji)
Pochodna n-tego rzedu funkcji f'w punkcie x, definiujemy indukcyjnie:

def
£ (x) :/[f(”’”]/(xo) dla n>2,
def def
gdzie f'(x,) = f'(x,). Ponadto przyjmujemy £ (x,) = f(x,).
Jezeli istnieje pochodna wiasciwa £ (x,), to méwimy, ze funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie xy. Funkcjg

okreslona na przedziale, ktorej wartosci w punktach x tego przedzialu s rowne f ) (x), nazywamy pochodna n-tego rzedu

funkcji fna tym przedziale i oznaczamy przez £ . Piszemy takze £, f", " zamiast odpowiednio £, £, f@® w

fizyce stosuje si¢ oznaczenia f, f zamiast odpowiednio f ! f ",

Uwaga. Dla istnienia n-tej pochodnej funkcji w punkeie x, konieczne jest istnienie pochodnej £ (i co za tym idzie takze
wszystkich poprzednich pochodnych) na pewnym otoczeniu punktu x,. Do oznaczania pochodnej n-tego rzgdu funkcji f'w

punkcie x, stosuje sig takze symbole '/ (x,), D" f (x"), a do oznaczenia tej przedziale symbole s ,D"f .
dx” dx"

Tw. 4.5.2 (wzor Leibniza)
Niech funkcje fi g maja pochodne wtasciwe n-tego rzedu w punkcie x,. Wtedy

(f-g)"(xy) =i(’;jf<"“ (x0)- g% (x,).

Fakt 4.5.3 (pochodne wyzszych rzedéw wazniejszych funkcji)

Funkcja n-ta pochodna Zakres zmiennosci
e’ e’ XeR
sin x . nr xeR
sm| x +—
2
COS X nir xeR
COoS| X +—
2
x™ m! mn n<m, xeR
(m —n)!
1 (-1)"n! x#0
X xn+1
In x -D)" (n-1)! x>0
x}'l




Def. 4.5.4 (pochodna funkcji wektorowej)
def -
Niech 7(¢) = (x(t), y(t)), gdzie t € (a,p), bedzie funkcja wektorowa. Pochodna funkcji 7 w punkcie ¢ okreslamy wzorem:

O 2 (0. ().

def
Podobnie okre$lamy pochodna funkcji wektorowej 7(¢) :(x(t), (), Z(l)), a takze pochodne wyzszych rzedéw takich
funkcji.

Fakt 4.5.5 (interpretacja fizyczna pochodnej funkcji wektorowej)
Niech 7(¢) oznacza wektor wodzacy punktu materialnego w chwili ¢ € [#5,¢;]. Wektor predkosci tego punktu wyraza sie

wzorem
v(t)=r'(1),
gdzie ¢ € [ty,t;]. Wektor przyspieszenia tego punktu wyraza si¢ wzorem
a)=v'(0)=7"(.
gdzie t € [ty,t;].

Uwaga. W kazdej chwili ¢ € [#,¢,] wektor predkosci V(Z) jest styczny do trajektorii punktu, a dla duchu ze stata predkoscia
QT/ ()| = const) wektor przyspieszenia @(t) jest prostopadty do tej trajektorii.

y

(1)

)

/
Rys. 4..5.1
(1) Wektor predkosci i wektor przyspieszenia punktu

materialnego

5. TWIERDZENIA O FUNKCJACH ROZNICZKOWALNYCH
5.1 TWIERDZENIA O WARTOSCI SREDNIEJ

Tw. 5.1.1 (Rolle’a)
1. funkcja fjest ciagta na [a,b]
2. funkcja f ma pochodna na (a,b) = v f / (c)=0

ce(a,b)
3. fla)=Ab)

Fakt 5.1.2 (interpretacja geometryczna twierdzenia Rolle’a)
Na wykresie funkcji ciaglej na przedziale domknigtym, rozniczkowalnej na wngtrzu tego przedziatu i przyjmujacej jednakowe
wartosci na jego koncach istnieje punkt, w ktorym styczna jest pozioma (rys. 5.1.1).

Rys. 5.1.1
[lustracja twierdzenia Rolle’a

f(a)=1(8) |

|
i
ol a

Tw. 5.1.3 (Lagrange’a)
1. funkcja fjest ciagta na [a,b] }

2. funkcja fma pochodna na (a,b)

Ly el f@

ce(a,b) b —a



Fakt 5.1.4 (interpretacja geometryczna twierdzenia Lagrange’a)
Na wykresie funkcji ciaglej na przedziale domknigtym i rézniczkowalnej na wnetrzu tego przedziatu istnieje punkt, w ktérym
styczna do wykresu jest rownolegta do siecznej taczacej konce wykresu (rys. 5.1.2).

Rys. 5.1.2
Ilustracja twierdzenia Lagrange’a

Tw. 5.1.5 (warunki wystarczajace monotonicznosci funkcji)
Niech I < R oznacza dowolny przedzial. Wtedy

X/E\I f/ (x) =0 = funkcja fjest stata na /,

X/E\I f/ (x) > 0 = funkcja fjest rosnaca na /,

A f/ (x) 2 0 = funkcja fjest niemalejaca na /,
A /' (x) <0 = funkgja fjest malejaca na I,

A f'(x) <0 = funkgja fjest nierosnaca na I.
xel

Uwaga. Jezeli f'(x)>0 dla kazdego x € I, przy czym réwnos¢ 1/ (x) =0 zachodzi jedynie dla skoficzonej liczby punktéw z
przedziatu /, to funkcja f’jest rosnaca na /. Podobnie jest dla funkcji malejace;.

Tw. 5.1.6 (o pochodnej funkeji monotonicznej)
1. funkcja fjestrosnacanal € R

) . = f'(x)>0 dlakazdego x € I
2. funkcja fma pochodna na przedziale /

Uwaga. Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia dla pozostatych rodzajow funkcji monotonicznych.

Tw. 5.1.7 (o tozsamosciach)
Niech funkcje 1 g beda okreslone na przedziale / — R oraz niech x, € 1. Wtedy

Lo f(x)=g(xy) } _
) ) = f=gnal.
2. f(x)=g (x) dla kazdego x e[

Tw. 5.1.8 (o nieréwnosciach)
Niech funkcje /i g bedg okreslone na przedziale / — R oraz niech x, € 1. Wtedy

Lo f(x) < g(x)

= f(x) < g(x) dla kazdego x > x, .
2. () <g'(x) dla kazdegox>x0} S =gl) 8 0

Uwaga. Jezeli jedna z nierownosci w zatozeniach powyzszego twierdzenia jest ostra, to nierdowno$¢ w tezie takze jest ostra.
Analogiczne twierdzenie prawdziwe jest takze dla x < x,.

Tw. 5.1.9 (Cauchy’ego)
1. funkcje f1 g sa ciagte na [a,b]
) _fB)-f(a)

2. funkcje 1 g maja pochodne na (a,b) = Vv / =
cwah g'(c)  g(b)-g(a)

3. g'(x)#0 dlakazdego x € (a,b)

Fakt 5.1.10 (interpretacja geometryczna twierdzenia Cauchy’ego)
Niech 7(x)= (g(x), f (x)), gdzie x € [a,b], bedzie przedstawieniem parametrycznym krzywej I' na plaszczyznie. Wtedy

istnieje punkt P € I', w ktorym styczna jest rownolegla do siecznej taczacej konce A4, B tej krzywej.



5.2 TWIERDZENIA O GRANICACH NIEOZNACZONYCH

Tw. 5.2.1 (regula de L’Hospitala dla nieoznaczonosci 0)
0

Niech

S S
g(x) g’ (%)
2. li_)m f(x)= 1i_>m g(x)=0,
S ()

3. istnieje granica lim =—
X=X g (x)

1. funkcje

beda okreslone dla kazdego x # x,

(wlasciwa lub niewlasciwa).

Wtedy

tim 7 _ jin £ )
X=X, g(x) X=X g/(x)

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic jednostronnych w punkcie x, oraz w —oo lub w .

Fakt 5.2.2 (interpretacja reguly de L’Hospitala dla nieoznaczonosci )
0

Niech 7(x) = (g(x), f (x)), gdzie x e(x,,x, +a), bedzie przedstawieniem parametrycznym krzywej plaskiej I' wychodzacej z
poczatku uktadu wspotrzednych. Wtedy kierunek graniczny siecznych przechodzacych przez poczatek uktadu i przez punkty
7(x) na krzywej I', gdy x — x,, pokrywa si¢ z granicznym kierunkiem stycznych do tej krzywej w punktach 7(x), gdy
XX,

Tw. 5.2.3 (regula de L’Hospitala dla nieoznaczonos$ci 0)

0
Niech

S (%)
g g'(x)
5. li_)m f(x)= 1i_>m g(x)=o,
f(x)

6. istnieje granica lim =—
X—>Xq g (x)

4. funkcje

beda okreslone dla kazdego x # x,

(wlasciwa lub niewtasciwa).

Wtedy
im £ _ i L)
o0 g(x) w0 gl (x)

Uwaga. Powyzsze twierdzenie jest prawdziwe takze dla granic jednostronnych w punkcie x, oraz w —o lub w oo.

Fakt 5.2.4 (tozsamoS$ci zmieniajace rodzaje nieoznaczonosci)

Nieoznaczono$é Stosowana tozsamos$é Otrzymana nieoznaczono$¢
f
o 6 lub —
00
g
I 1
P 0
_ g f A
wme f-g="H 0
/g
1”0 0° 7 = s/ 0-00

Uwaga. Ze wzgledu na skomplikowanie obliczen, tozsamo$¢ podana dla nieoznaczonosci 00 — 00 stosujemy dopiero wtedy,

gdy zawioda inne sposoby jej usuwania.




5.3 ROZWINIECIA TAYLORA FUNKCJI

Def 5.3.1 (wielomian Taylora i Maclaurina)
Niech funkcja fma w punkcie Xo pochodna wiasciwa k-tego rzedu, k € N U {0}. Wielomian

/I (k)
P(x) 2 f(xo)+f(°)( J+ L L)y

X—Xx,)+
nazywamy wielomianem Taylora rzedu k Funkcji f'w punkcie x,. Jezeli xy = 0, to wielomian P; nazywamy wielomianem
Maclaurina.

X=Xy ) .+

Uwaga. Wielomian Py jest jedynym wielomianem stopnia k, ktory spetnia warunki:

P (xy)=f(x,), Pk/(xo):f/(xo)n e Pk(k)(xo):f(k)(xo)'

Tw. 5.3.2 (wzér Taylora z reszta Lagrange’a)

Jezeli

1. funkcja fma ciagla pochodna rzedu n — 1 na przedziale [x,x],

2. istnieje whasciwa pochodna 7 na przedziale (x,,x),

to

(x -x,)".

v f)=P(x)+

ce(xg,x)

()
al

Uwaga. Twierdzenie powyzsze jest prawdziwe takze dla przedziatu [x,xy], wtedy ¢ € (x,xp). ROwnos¢ wystepujaca w tezie
twierdzenia nazywamy wzorem Taylora. Wyrazenie

R (x)def f(n)( )

(x — X )n

nazywamy n-ta reszta Lagrange’a. Reszte t¢ mozna takze zaplsac W postaci

R0)=7" (x°n,+ G)Ax)(

gdzie 0 <® <1 oraz Ax =x — x,.Dla x, =0 wzor Taylora przyjmuje posta¢

" (n-1) (n)
1= 104 E Oy L Oy SO SO,

gdzie ¢ € (0,x) dlax >0 lub ¢ € (x,0) dla x < 0. ROwnos¢ t¢ nazywamy wzorem Maclaurina.

Ax)",

Fakt 5.3.3 (wzory Maclaurina dla niektérych funkcji elementarnych)

Funkcja Wzor Maclaurina
ex X x2 xnfl xn .
I+ —+—+...+ —
o2 n-1! n
Slnx 3 5 2n—3 2n-1
xm )T (1) cose
3 s (2n —3)! (2n—1)!
COS x 2 4 2n-2 2n
[ e
2 4 (2n - 2)! (2n)!
In(1 + x 2 4 n—1 n
(+x) e S | S -
2 4 n—1 n(l+c)"

Uwaga. W powyzszej tabeli punkt posredni ¢ nalezy do przedziatu (0,x), gdy x > 0 albo do przedziatu (x,0), gdy x <0.

Tw. 5.3.4 (uzasadnienie nieréwnos$ci za pomoca wzoru Taylora)
Niech funkcja f'spelnia zalozenia twierdzenia Taylora oraz niech R,(¢) > 0 dla kazdego ¢ € (xy,x). Wtedy

f(@)= P, () dlakazdego € [xp,x].



6. BADANIE FUNKCJI
6.1 EKSTREMA FUNKCJI

Def. 6.1.1 (minimum lokalne funkcji)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < «© oraz niech x, € (a,b). Funkcja f ma w punkcie x,

minimum lokalne jezeli
5% xe(/;,b)[qx B x0| < 5): (f(x) 2 f(x, ))]

Def. 6.1.2 (maksimum lokalne funkcji)
Niech funkcja f bedzie okres$lona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech x;, € (a,b). Funkcja f ma w punkcie x,

maksimum lokalne jezeli
520 xe(/;,b)[qx B x°| < 5): (f(x) < f(xo))]'

Def. 6.1.3 (minimum lokalne wlasciwe funkcji)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech x, € (a,b). Funkcja f ma w punkcie x,

minimum lokalne wladciwe jezeli
5% xe{a\,b)mx — x| <8)= (f(0) > f(x))))-

Def. 6.1.4 (maksimum lokalne wlasciwe funkcji)
Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech x, € (a,b). Funkcja f ma w punkcie x,

maksimum lokalne wlasciwe jezeli
Yo ol =] <6)= (re < )l

Def. 6.1.5 (warto$¢ najmniejsza funkcji na zbiorze)
Liczba m € R jest warto$cia najmniejsza funkcji fna zbiorze A — Dy, jezeli

VvV f(xy)=moraz A f(x)2m.
xo€A xed

Def. 6.1.6 (warto$¢ najwieksza funkcji na zbiorze)
Liczba M € R jest warto$cia najwieksza funkcji fna zbiorze 4 Dy, jezeli

vAf(xO):M oraz /\Af(x)SM.

Uwaga. Funkcja rosnaca na przedziale domknigtym [a,b] przyjmuje warto$¢ najmniejsza w punkcie a oraz warto$¢ najwigksza
w punkcie b. Odwrotnie jest dla funkcji malejacej na przedziale.

Tw. 6.1.7 (Fermata, warunek konieczny istnienia ekstremum)
Niech funkcja f'bgdzie okreslona na przedziale (a,b), -oo < a < b < o oraz niech x, € (a,b). Wowczas

1. funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie x, )
. .. / = f (XO) =0.
2. istnieje [ (x,)

Uwaga. Implikacja odwrotna (<) jest falszywa. Swiadczy o tym przyklad funkcji f{x) = x°, ktéra spelia w punkcie x, = 0
warunek f(x,) = 0, ale nie ma w tym punkcie ekstremum lokalnego. Ponadto zatozenie rézniczkowalnosci funkcji fjest istotne.
Swiadczy o tym przyktad funkcji f{x) = |x|, ktéra w punkcie x, = 0 ma minimum lokalne wtasciwe, ale f°(x,) nie istnieje.

Fakt 6.1.8 (interpretacja geometryczna twierdzenia Fermata)
Jezeli funkcja ma ekstremum lokalne w punkcie oraz jezeli w tym punkcie istnieje styczna do wykresu funkcji, to styczna jest
pozioma.

Fakt 6.1.9 (o lokalizacji ekstremoéw funkcji)
Funkcja moze mie¢ ekstrema lokalne tylko w punktach, w ktorych jej pochodna rowna si¢ zero albo w punktach, w ktorych jej
pochodna nie istnieje.

Tw. 6.1.10 (I warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Niech funkcja f'bedzie okres$lona na przedziale (a,b), -0 < a < b < w oraz niech x, € (a,b). Wowczas, jezeli

L. f/(xo)zoa
) f(x,)>0 dla kazdegox e (x, — &, x,),
Y

50| £/(x,)<0 dla kazdego x € (x,,x, + J),

to funkcja f ma w punkcie x, maksimum lokalne wtasciwe.



Uwaga. Zamiast zatozenia 1 tego twierdzenia mozna przyjaé, ze funkcja fjest ciagla w punkcie x,. Natomiast zamiast zatoze-
nia 2 mozna przyjac, ze funkcja fjest rosnaca i malejaca odpowiednio na przedziatach (xy — J,xy), (xg, X9 + O).
Twierdzenie o minimum lokalnym wlasciwym jest analogiczne.

Tw. 6.1.11 (Il warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -o0 < a < b < o oraz niech x, € (a,b). Wowczas, jezeli

1. istnieje £ (x,), gdzie n >2,

2. f/(xo):f//(xo)=...=f("_1)(x0):0,
3. f(x,)<0,

4. njest liczba parzysta,
to funkcja fma w punkcie x, maksimum lokalne wtasciwe.

Uwaga. Jezeli zatozenie 3 twierdzenia ma posta¢ ,, f o (xo) > 07, to funkcja f ma w punkcie x, minimum lokalne wiasciwe.

Natomiast jezeli zalozenie 4 ma posta¢ ,,n jest liczba nieparzysta”, a zalozenie 3 postaé ,, f (")(xo) # 07, to funkcja f w

punkcie x, nie ma ekstremum lokalnego.

Fakt 6.1.12 (algorytm szukania wartoS$ci ekstremalnych funkcji)

Niech funkcja f:[a,b] > R bedzie ciagla na przedziale [a,b] i rézniczkowalna poza skoficzong liczba punktéw tego

przedzialu. Wartos$ci najmniejszej i najwigkszej tej funkcji na tym przedziale szukamy postepujac wedtug algorytmu:]

1. znajdujemy punkty c,, ¢, ..., ¢, zerowania si¢ pochodnej funkcji f'na przedziale (a,b) oraz punkty d;, ds, ..., d,,, w ktérych
pochodna tej funkcji nie istnieje;

2. obliczamy warto$ci funkcji £ w punktach koncowych a, b; w punktach zerowania si¢ pierwszej pochodnej c;, ¢, ..., ¢,
oraz w punktach bez pochodnej d;, d, ..., d,;

3. sposrdd liczb fla), f(b); flcy), fics), ..., flcw) oraz fid)), f(d>), ..., Ad,) wybieramy najmniejsza i najwigksza. Beda to
odpowiednio warto$ci najmniejsza i najwigksza funkcji f na przedziale [a,b].

6.2 FUNKCJE WYPUKLE I WKLESLE

Def. 6.2.1 (funkcja wypukla)
Niech funkcja f'bgdzie okreslona na przedziale (a,b), -oo < a < b < . Funkcja fjest wypukta na przedziale (a,b), jezeli

A A [ A= D) S A () + A= A) f(x).

a<x;<x,<b 0<A<l

y=J(«)

y=f(z)

sleczna

sieczna

i
|
|
1
i
I
1
'
'
|

I
|
(
I
I
1
t
|
1
I

1
(
I
|
I
!
&

Ty O ——— T2 x !
Ari+(l=A)z2 O T, T2 T
Az +(1-X)z,
Rys. 6.2.1 Funkcja fjest wypukta na R. Rys. 3.2.4 Funkcji f* jest Scisle wypukta na R.

Geometrycznie, wypuktos¢ funkcji oznacza, ze kazdy odcinek siecznej wykresu lezy wyzej lub pokrywa sig¢ z fragmentem
wykresu potozonym migdzy punktami, przez ktére przechodzi sieczna (rys. 6.2.1). Funkcj¢ wypukta nazywa si¢ takze wypukta
w dot.

Def. 6.2.2 (funkcja $ciSle wypukla)
Niech funkcja f'bgdzie okreslona na przedziale (a,b), -oo < a < b < . Funkcja fjest $cisle wypukla na przedziale (a,b), jezeli
A s, S+ (1= 2%, ) < A (x) + (1= D) (x,).
a<x;<x,<b 0<A<l
Geometrycznie, funkcja jest $cisle wypukla, gdy kazdy odcinek wykresu lezy wyzej niz fragment wykresu potozony migdzy
punktami, przez ktore przechodzi sieczna (rys. 6.2.2). Funkcje $cisle wypukta nazywa sig takze Scisle wypukta w dot.

Def. 6.2.3 (funkcja wklesla)
Niech funkcja f'bedzie okre§lona na przedziale (a,b), -0 < a < b < 0. Funkcja fjest wklesta na przedziale (a,b), jezeli

A A fx A= )x,) 2 A )+ (=) f(x,).

a<x;<x,<b 0<A<l
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Rys. 6.2.3 Funkcja fjest wklgsta na R Rys. 6.2.4 Funkcja f* jest $ci§le wklgsta na R

Geometrycznie, wklgstos¢ funkcji oznacza, ze kazdy odcinek siecznej wykresu lezy nizej lub pokrywa sig¢ z fragmentem
wykresu potozonym migdzy punktami, przez ktore przechodzi sieczna (rys. 6.2.3). Funkcj¢ wklgsta nazywa si¢ takze wypukta
W gore.

Def. 6.2.4 (funkcja $cisle wklesta)
Niech funkcja f'bedzie okre$lona na przedziale (a,b), -0 < a < b < . Funkcja f'jest $cisle wklesta na przedziale (a,b), jezeli

A A A+ A= Dx,)> A () + (=) f(x,).

a<x;<x,<b 0<A<l
Geometrycznie, funkcja jest $cisle wklgsta, gdy kazdy odcinek wykresu lezy nizej niz fragment wykresu potozony migdzy
punktami, przez ktore przechodzi sieczna (rys. 6.2.4). Funkcje Scisle wklgsta nazywa sig takze $cisle wypukta w gorg.

Tw. 6.2.5 (warunek wystarczajacy wypuklosci)

(/\ ) f// (x) > 0 = funkcja fjest scisle wypukla na (a,b).
Uwaga. Prawdziwe sa takze twierdzenia dla pozostatych typéw funkcji wypuktych. Jezeli f”(x)>0 dla kazdego x € (a,b),
przy czym réwnos¢ f "(x)=0 zachodzi jedynie dla skoficzonej liczby punktéw z odcinka (a,b), to funkcja f jest $ciéle

wypukta. Podobnie jest dla funkcji $cisle wklgste;.

6.3 PUNKTY PRZEGIECIA WYKRESU FUNKCJI

Def. 6.3.1 (punkt przegi¢cia wykresu funkcji)

Niech funkcja f bedzie okres$lona na przedziale (a,b), -o0 < a < b < o« oraz niech x, € (a,b). Ponadto niech funkcja f bedzie
ro6zniczkowalna na (a,b). Dopuszczamy tu rézniczkowalno$¢ funkceji f'w sensie niewtasciwym w punkcie x,. Punkt (xo , f(x, ))
jest punktem przegigcia wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 6 > 0 taka, ze funkcja f jest $Scisle wypukta na
przedziale (x, — &, x,) oraz Scisle wklesta na przedziale (x,,x, + &) albo jest odwrotnie.

Obrazowo, punkt wykresu funkcji jest punktem przegigcia, jezeli funkcja zmienia w nim rodzaj wypuktosci. Wykres funkcji
przechodzi wtedy z jednej strony stycznej na druga (rys. 6.3.1). Mowi sig takze, ze punkt x, jest punktem przegigcia funkcji f.

y y
T

funkcja
wypukla

styczna f(Io) ,,,,,,,

funkcja

funkcja wypukla

| funkcja = w a | =
| wqus:a /(=) klgsk : y=f(x)
(o) Cf‘u } j O x‘a “r
Rys. 6.3.1 Funkcja f'ma w punkcie (x,f(x)) punkt Rys. 6.3.2 Funkcja f nie ma w punkcie (x,f(x)))
przegigcia punktu przegigcia

Tw. 6.3.2 (warunek konieczny istnienia punktu przegiecia)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -oo < a < b < © oraz niech x, € (a,b). Wowczas, jezeli
1. punkt (xo , f (%, )) jest punktem przegigcia wykresu funkcji f,

2. istnicje f (x,),
to ["(x,)=0.



Uwaga. Implikacja odwrotna w tym twierdzeniu nie jest prawdziwa. Swiadczy o tym przyktad funkcji f{x) = x”, ktéra spetia
warunek /'(0) = 0, ale punkt (0,0) nie jest punktem przegiecia wykresu tej funkcji.

Fakt 6.3.3 (o lokalizacji punktéw przegig¢cia wykresu funkcji)
Funkcja moze mie¢ punkty przegigcia jedynie w punktach zerowania sig jej drugiej pochodnej albo w punktach, w ktorych ta
pochodna nie istnieje.

Tw. 6.3.4 (I warunek wystarczajacy istnienia punktu przegiecia)
Niech funkcja f'bgdzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < o oraz niech w punkcie x, € (a,b) ma pochodna wlasciwa
lub niewtasciwa. Wowczas, jezeli

f"(x,)<0 dla kazdegox e (x, — &, x,),

\%
50| £"(x,)>0 dla kazdego x € (x,,x, + &),
to punkt (xo , f(x, )) jest punktem przegigcia wykresu tej funkcji.

Uwaga. Twierdzenie powyzsze jest prawdziwe takze, gdy nierdwnosci dla drugiej pochodnej /' sa odwrotne w sasiedztwie
punktu x,.

Tw. 6.3.5 (Il warunek wystarczajacy istnienia punktu przegigcia)
Niech funkcja f'bedzie okreslona na przedziale (a,b), -0 < a < b < «© oraz niech x, € (a,b). Wowczas, jezeli

1. istnieje £ (x,), gdzie n >3,
I " n-1
2. fT(x)=f (xo):---:f( )(XO)ZO,

3. fx,) %0,

4. n jest liczba nieparzysta,
to punkt (xo , S (x, )) jest punktem przegigcia wykresu tej funkcji.

Uwaga. Jezeli zatozenie 4 twierdzenia ma postac ,,n jest liczba parzysta”, to punkt (xo, f(x, )) nie jest punktem przegigcia

wykresu funkcji.

6.4 BADANIE FUNKCJI

1. Ustalenie dziedziny funkcji.
Wskazanie podstawowych wtasnos$ci funkc;ji:
a) parzystos¢ lub nieparzystosc,
b) okresowosc,
c) miegjsca zerowe,
d) ciaglosé.
Obliczanie granic lub wartosci funkcji na ,.krancach” dziedziny.
Znalezienie asymptot pionowych i uko$nych.
5. Znalezienie pierwszej pochodnej funkcji:
a) wyznaczenie dziedziny pochodne;j i jej obliczenie,
b) wyznaczenie punktow, w ktorych funkcja moze mie¢ ekstrema,
¢) ustalenie przedziatdw monotoniczno$ci funkcji,
d) ustalenie ekstremow funkcji,
e) obliczenie granic lub wartosci pochodnej na , krancach” dziedziny.
6. Zbadanie drugiej pochodnej funkc;ji:
a) wyznaczenie dziedziny drugiej pochodnej i jej obliczenie,
b) ustalenie przedziatow wklgstosci i wypuktosei,
¢) wyznaczenie punktow przegigcia wykresu funkcji,
d) obliczenie pierwszej pochodnej w punktach przegigcia.
7. Sporzadzenie tabelki (nicobowiazkowe).
8. Sporzadzenie wykresu funkcji.

B

7. CALKI NIEOZNACZONE
7.1 FUNKCJE PIERWOTNE

Def. 7.1.1 (funkcja pierwotna)
Funkcja F jest funkcja pierwotna funkcji f na przedziale 7, jezeli

F'(x)= f(x) dlakazdegox e I.



Uwaga. Nie kazda funkcja ma funkcj¢ pierwotna, np. funkcja f{x) = sgnx nie ma funkcji pierwotnej na przedziale (-1,1).
Funkcja pierwotna funkcji elementarnej nie musi by¢ funkcja elementarna, np. funkcje pierwotne funkcji: e_xz’i’s1nx
X X

>

sin x?,4/1+ x? nie sa funkcjami elementarnymi.

Tw. 7.1.2 (podstawowe o funkcjach pierwotnych)

Niech funkcja F jest funkcja pierwotna funkcji fna przedziale /. Wtedy

a) funkcja G(x) = F(x) +C, gdzie C € R, jest funkcja pierwotna funkcji f na przedziale 7,

b) kazda funkcje pierwotna funkcji f na przedziale / mozna przedstawié¢ w postaci F(x) + D, gdzie D € R.

Powyzsze twierdzenie mowi o postaci funkcji pierwotnych dla ustalonej funkcji. Funkcje pierwotne maja postaé¢ F(x) +C i
tylko takie sa funkcjami pierwotnymi.

Tw. 7.1.3 (warunek wystarczajacy istnienia funkcji pierwotnej)
Jezeli funkcja jest ciagla na przedziale, to ma funkcje pierwotng na tym przedziale.

7.2 CALKI NIEOZNACZONE

Def. 7.2.1 (calka nieoznaczona)
Niech funkcja F bedzie funkcja pierwotna funkcji f na przedziale /. Catka nieoznaczona funkcji f na przedziale / nazywamy
zbidr funkcji

{F(x)+C: CeR}.
Catke nieoznaczona funkcji f oznaczmy przez I f(x)dx lub krétko I f.
Uwaga. W dalszej cze$ci bedziemy opuszczali nawiasy klamrowe w definicji calki nieoznaczonej. Dzialania na catkach

nieoznaczonych oznaczaja dzialania na funkcjach pierwotnych reprezentujacych te catki. ROwnos$¢ calek nieoznaczonych
oznacza réwnos$¢ odpowiednich funkcji pierwotnych reprezentujacych te catki.

Fakt 7.2.2 (pochodna calki nieoznaczonej)
Niech funkcja f'ma funkcje pierwotna na przedziale /. Wtedy

“f(X)dx]/ = f(x) dlakazdegox € L.

Uwaga. Powyzsza rowno$¢ nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze po lewej rézniczkujemy dowolna funkcje pierwotna reprezentu-
jaca calke nicoznaczona.

Fakt 7.2.3 (calka nieoznaczona pochodnej)
Niech funkcja f " ma funkcja pierwotna na przedziale I. Wtedy

[/ ()dx=f(x)+C, CeRdakaidegor e

Fakt 7.2.4 (calki nieoznaczone wazniejszych funkcji elementarnych)

Funkcja Calka nicoznaczona Zakres zmienno$ci
0 C xeR
x" X! neNuU{0},xeR
+C
n+1
x? x Pt pe{2,-3,-4 .}, x=0
+C
p+1
e e aeR\(-1}, x>0
+C
a+l
1 In|x| + C x#0
X
a® a” O0<a=z#l,xeR
+C
Ina
e’ e"+C xeR
sin x —cosx+C xeR
Cos x sinx + C X€R




Funkcja Catka nieoznaczona Zakres zmienno$ci
1 —ctgx+C x#kx, gdzie keZ
- 2
sin” x
1 tgx+C x¢£+k7r, gdzie keZ
cos’ x 2
1 arctgx + C 1lub - arcctgy + C xXeR
1+ x°
1 arcsinx + C lub —arccosx + C |x|<1
1-x?
shx chx+C xX€eR
chx shx + C xeR
1 —cthx +C x#0
sh®x
1 thx + C X€R
ch’x

Uwaga. W powyzszej tabeli symbol C oznacza dowolng stala rzeczywista.

Fakt 7.2.5 (tabela calek wazniejszych typow funkcji)

Wezdr Zakres zmienno$ci

[ @f ma=L"—1c neN U}
n+1

[ f;((xx)) e = In| f ()] + C 7070

jf(x) NS S F(0)#0
1) S (x)

J.e/(X)f (x)dx = ef(x) +C xe Df
f(x)>0

@)y c
jm f(x) +

Uwaga. Powyzsze wzory wynikaja bezposrednio z regul rézniczkowania funkcji ztozonych oraz definicji catki nieoznaczone;.

7.3 TWIERDZENIA O CALKACH NIEOZNACZONYCH

Tw. 7.3.1 (o liniowoSci calki nieoznaczonej)
Jezeli funkcje f'i g maja funkcje pierwotne na przedziale / — R, to
a) funkcja f+ g ma funkcj¢ pierwotna na przedziale / oraz

j( F(x) + g(x))dx = j F(x)dx + j g(x)dx dlakazdegox e I,

b) funkcja cf, gdzie ¢ jest dowolna stata, ma funkcj¢ pierwotna na przedziale / oraz
j of (x)dx =c j F(x)dx dlakazdego x e 1.

Uwaga. Rownos¢ oraz dziatania na catkach nieoznaczonych wyst¢pujace w tezie twierdzenia rozumiemy jako dziatania na
pewnych reprezentantach tych calek oraz ich réwnos¢.

Tw. 7.3.2 (o calkowaniu przez czeSci)
Jezeli funkcje f'i g maja ciagle pochodne na przedziale / — R, to

j F(0)g' (x)dx = f(x)g(x) - j £/ (x)g(x)dx dlakazdego x e I.



Fakt 7.3.3 (wzory rekurencyjne dla caltek Isin " xdx, I cos” xdx)

) 1 el n . a
jsm"xdxz——cosxsm" X+ Ism” xdx.,n>2.

n n

1 . _ _
J-cos"xdxz—smxcos” "x+ J.cos” 2 xdx,n>2.

n n

Tw. 7.3.4 (o calkowaniu przez podstawienie)
Jezeli
1. funkcja f:1 — R jestciaglanal,

2. funkcja @:J — I ma ciagla pochodng na J,
to

[ r@ydx = 1(o)e’ ()t = Flp(0))+ €

gdzie F jest dowolna funkcja pierwotna funkcji £, C € R.

Fakt 7.3.5 (wazniejsze calki zawierajace funkcje hiperboliczne)

Funkcja podcatkowa Catka nieoznaczona Zakres zmienno$ci
thx Inchx + C XER
cthx ln|shx| +C x#0
1 Inlth X C x#0
—_— n|th = +
shx 2
1 2arctge” + C x€R
chx
2 x sh2x xeR
shx X L C
2 x sh2x xeR
ch™x X L C

7.4 CALKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

Def. 7.4.1 (funkcja wymierna wlasciwa)

Funkcje wymierng W (x) = nazywamy wlasciwa, gdy stopien wielomianu w liczniku jest mniejszy od stopnia wielo-

M (x)

mianu w mianowniku.

Uwaga. Kazda funkcj¢ wymierna mozna przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i funkcji wymiernej whasciwej.

Def. 7.4.2 (ulamki proste pierwszego i drugiego rodzaju)

Funkcje wymierna wilasciwa postaci —, gdzie n € N oraz a, A € R, nazywamy ulamkiem prostym pierwszego

(x+a)
rodzaju.
. , - . Px+0 . 2
Funkcje wymierna wlasciwa postaci ,gdzien € Norazp, q, P, Q € Roraz A= p~ —4q <0, nazywamy
(x> + px+gq)

utamkiem prostym drugiego rodzaju.

Tw. 7.4.3 (o rozkladzie funkcji wymiernej na ulamki proste)
Niech W bedzie funkcja wymierng wlasciwa oraz niech mianownik tej funkcji ma rozktad na czynniki postaci:
my mg

n n, 2 2
(x—al)‘n..-(x—ar) ~(x +p1x+q1) (x +psx+qs) ,
gdzie r,se N, n,e N,a,eR dal<i<rorazm,eN, p,,q, eR, Ajzp]z. —4g,<0dlal<j<s.Wtedy



Al A2 A”l i|
+ e
x-a) (x-a) (x—a)

W(x) :[

+ B, + B, + +i}
_(x —a,) (x-— a2)2 . (x—a,)"
+ Plx + Ql + P2x + Q2 + + Pmlx + le +
2 2 2 T 2 m,
(X" +px+q) (X+px+gq) (x*+px+gq)
[ Rx+S, Rx+S, R, x+3S,,
+ + o+
2 2 2 T 2 m,
_(x +pXx+q,) (X7 +p,x+q,) (x" + p,x+q,)

gdzie 4, ..., By, ..., P;, Oy, ..., R}, S}, ... sa odpowiednio dobranymi liczbami rzeczywistymi.

Uwaga. Inaczej mowiac, kazda funkcja wymierna wlasciwa jest suma utamkow prostych pierwszego i drugiego rodzaju.

Fakt 7.4.4 (wzér rekurencyjny dla calek ,[ dx )

(x2+a2)”
dx
Niech [, = ,a>0,n e N. Wtedy
(x2 +a2)n
1 X
I, =—arctg—+C
a a
X 2n—-1_°
1n+1 = 2 2 Y + 2 2 In
2na (x +a ) na

Fakt 7.4.5 (calkowanie ulamkéw prostych)

Ulamki proste pierwszego rodzaju

j Adx :A1n|x+a|+C
x+a
Adx A
=— +C.,n>1
‘[(x+a)" (n=1)x+a)"" "
Utamki proste drugiego rodzaju

(Px+Q)ix P, (, 20 — pP 2X+p

——=—Inlx" + px+ ¢q)+ ———arctg——=+C
szﬂ”fﬂl ( ) J4q-p’ Jdq-p’
(Px+Q)dx _ P (x2+px+q)l_n+2Q_pP dx o1

(x2 + px + q)n 2(1_") 2 (x2 +px+q)n ’

Fakt 7.4.6 (algorytm calkowania funkcji wymiernych)

Funkcj¢ wymierng zapisujemy w postaci sumy wielomianu (by¢ moze zerowego) i funkcji wymiernej wlasciwe;.
Mianownik funkcji wymiernej wtasciwej rozktadamy na czynniki liniowe i kwadratowe nierozktadalne.
Zapisujemy rozktad (teoretyczny) funkcji wymiernej wlasciwej na utamki proste pierwszego i drugiego rodzaju.
Znajdujemy nieznane wspolczynniki tego rozktadu.

Obliczamy catki poszczegolnych sktadnikow rozktadu funkcji wymiernej, tj. wielomianu i utamkdéw prostych:

a) dla utamkow pierwszego rodzaju wykorzystujemy wzory z faktu 7.4.4

b) dla utamkow drugiego rodzaju wykorzystujemy przeksztatcenie podane w fakcie 7.4.4 oraz ewentualnie wzor

Nk v

rekurencyjny z faktu 7.4.5 (podstawiajac wczesniej £ = x + g ).



Fakt 7.4.7 (najczesciej spotykane calki postaci J‘ dx )

o a)
szdeaz=éarctg§+c
j(x2 fxaz)z ) 2a2(x§+a2)+ 2;3 arctg§+c
(x? fxa2)3 ) 4612(,52)2r ) * 8a4(x32x+a2)+ 825 arctg§+ c
(x? jxa2)4 ] 6a2(x2x+ a*) ' 24a4(x52x+a2)2 + 16a6(>5cf+a2)+ o arctg§+c

7.5 CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

Def 7.5.1 (funkcja wymierna dwéch zmiennych)
Funkcje, ktora mozna przedstawi¢ w postaci ilorazu wielomianéw dwoch zmiennych nazywamy funkcja wymierna dwoch
zmiennych.

Fakt 7.5.2 (calkowanie funkcji postaci R(sinx,cosx))
Niech R(u,v) bedzie funkcja wymierna dwoch zmiennych. Do obliczania calek postaci

I R(sin x,cos x)dx ,

w zalezno$ci od warunkow jakie spetnia funkcja R, stosujemy podstawienie podane w tabeli:

Warunek Podstawienie Przedstawienie funkcji Rézniczka
R(—u,v)=—R(u,v) t=cosx smx=+1-1 dx_l—tZ
. =1t _dt
R(“a—v) = —R(u,v) t=SImnx cos x t a'x—l—t2
sinx = di
2 d =
R(-u,—v) = R(u,v) t=tgx 1+¢ X = 5
1 1+¢
COSX =
1+
sin x 2
- 2 2dt
Podstawienie uniwersalne r=tg— 1+¢ dx = >
1 — t2 1 +t
COS X = 3
1+1¢

Fakt 7.5.3 (calki typu: Isin ax cos bxdx, Jsin ax sin bxdx, Jcos ax cos bxdx )

'[sin ax cos bxdx = cos(a +b)x — o cos(a —b)x, |a| # |b|
2(a+b) 2(a—b)

jsin ax sin bxdx = _ sin(a — b)x — _ sin(a + b)x, a| # |b|
2(a-b) 2(a+Db)

[ cos axcos bxdx = ————sin(a + b)x + L Sin(a—b)x. o %[y
2(a+Db) 2(a-b)

Fakt 7.5.4 (calki z wazniejszych funkcji trygonometrycznych)




Wzor Zatozenia
jtgxdx=—ln|cosx|+C x¢%+k7r,keZ
jctgxdx=—ln|sinx|+C x#kr, keZ

' R
Jsinzxdng—smzx+C Ye
' R
jcoszxdx:§+smzx+c re
3 xeR
J.sin3xdx:—cosx+cos ‘i
in’ xeR
jcos3xdx=sinx—sm x+C
x#zkrn, keZ
I .dx zlntgf +C
sin x 2
J. dx =Injtg RN s x¢£+k7z,keZ
COS X 2 4 2
dx cos x X x#zkrn, keZ
J‘.3 =————+-Injtg—|+C
sin” x 2sin” x 2
J- dx - X +llntg(£+£)+c X¢£+kﬂ',kEZ
cos’x 2cos’x 2 2 4 2

Fakt 7.5.5 (calki postaci | R(x,«/az 2 )dx, [ R(x,j/xz e )dx)

Niech R(u,v) bedzie funkcja wymierng dwoch zmiennych. Do
IR(x,\/az —x* )a’x

gdzie a > 0, stosujemy podstawienie podane w tabeli:

, jR(x,\/xz —a’ }lx

obliczania calek:

, '[R(x,\/xz +a’ )dx,

Funkcja podcatkowa Podstawienie Postaé pierwiastka Rézniczka
R(x az_xz) x=asint 2% — x? = acost dx = acostdt
R(x (a2 _az) x = acht 2 —a’ —asht dx = ashtdt
R(x %+ az) x = asht [x* + 4% = acht dx = achtdt

Fakt 7.5.6 (wazniejsze calki z funkcji niewymiernych)
Wzor Zatozenia
J-\/i—arcsm +C | <a
\/7 x\/i2 a’ \/ﬁ xeR
'[ X" +a dx—E X" +a +71nx+ x“+a’ |+C
2
X a x| >a
J-\/xz—azdxzz x’ —a’ —TIn‘x+\/x2—a2 +C | |
dx X€ER
[———=Inx+x* +a*|+C
VX +a’
dx
'[ n(x + \/x +C |x| >4
x2 — Cl
2 |x| <a

J‘\/a2 —xzabc:gxla2 —x? +%arcsin£+C

a




8. CALKI OZNACZONE
8.1 DEFINICJE 1 OZNACZENIA
Def. 8.1.1 (podziat odcinka)

Podziatem odcinka [a,b] na n czg$ci nazywamy zbidr
P= {xo,xl ,...,xn},

gdziea=x,<x;<..<x,=b.

Oznaczenia stosowane w definicji calki

Axy = x - x;.; — dhugo$¢ k-tego odcinka podziatu P, 1 <k < n;

O(P) = max{Ax;: 1 <k <n } —$rednica podziatu P;

x, €[x,_,,x,], punkt posredni k-tego odcinka podziatu P, 1 <k <n.

Def. 8.1.2 (suma calkowa)
Niech funkcja f'bedzie ograniczona na przedziale [a,b] oraz niech P bedzie podzialem tego przedziatu. Suma catkowa funkcji f
odpowiadajaca podziatowi P odcinka [a,b] oraz punktom posrednim x; , 1 <k < n tego podziatu nazywamy liczbg

def n
o(f.P) = Y [ (¥)AY,

Na rys. 8.1.1 podano interpretacj¢ geometryczna sumy catkowej dla podziatu odcinka [a,h] na n =4 czgSci. Suma catkowa jest
przyblizeniem pola obszaru ograniczonego wykresem funkcji y = f(x), osia Ox i prostymi x = a, x = b przez sumg poél
prostokatow o podstawach Ax, i wysokoéciach f(x;), 1 <k<n.

4 y=/(z)

Rys. 8.1.1
[ustracja sumy catkowej funkcji

1y
g

K

O a Az, Az, Az; Azs b T

Def 8.1.3 (calka oznaczona Riemanna)
Niech funkcja fbedzie ograniczona na przedziale [a,b]. Catkg oznaczong Riemanna z funkcji f'na przedziale [a,b] definiujemy
wzorem

b def n .
! f(x)dx = E(Igg%f(xk JAx, |

o ile granica po prawej stronie znaku réwnosci istnieje oraz nie zalezy od sposobu podziatow P przedzialu [a,b] ani od
sposobow wyboru punktéw posrednich x,, 1 <k < n. Ponadto przyjmujemy

a def a def D

j F(x)dx =0 oraz j F(x)dx =— j F(x)dx dlaa<b.
a b a

Funkcjeg, dla ktorej istnieje catka oznaczona Riemanna na [a,b] nazywamy funkcja catkowalna na [a,b]. Zamiast symbolu

b b
j f(x)dx mozna pisa¢ J. f(x)dx lub krotko J. f albo tez J- f.
a [

a,b] a [a,b]

Uwaga. Kazda funkcja catkowalna jest ograniczona, ale nie kazda funkcja ograniczona na przedziale jest na tym przedziale
catkowalna. Przyktadem takiej funkcji jest funkcja Dirichleta (def. 0.12.3) rozwazana na przedziale [0,1].

8.2 INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA CALKI OZNACZONEJ

1. Pole trapezu krzywoliniowego

Niech D oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony wykresem funkcji nieujemne;j f, osiqa Ox oraz prostymi x = a, x = b. Pole
|D| trapezu krzywoliniowego jest granica sumy pdl prostokatdow AD, aproksymujacych ten trapez, gdy $rednica podziatu
O(P)— 0 (rys. 8.2.1).



ID|= lim Z|AD |= lim z f(x))Ax, j f(x)dx.

5(P)—>0 S(P)—>

Gdy wykres funkcji flezy pod osia Ox, wtedy przyjmujemy, ze pole trapezu D jest ujemne.

e 3]
i
|||" y= f("l")
| J flzl) Rys. 8.2.1
" /| o Ilustracja pola trapezu krzywoliniowego
Yl b
Al"_)"' Axg vy Al’n_lAIn r

2. Objetos¢ bryly obrotowej

Niech V oznacza bryte ograniczona powierzchnia powstata z obrotu wykresu funkcji nieujemnej y = f(x), a < x < b, wokot osi
Ox oraz plaszczyznami x = a, x = b. Obj¢tos¢ |V] bryly jest granica sumy objgtosci walcow AV, aproksymujacych tg bryle, gdy
$rednica podzialu 5(P) — 0 (rys. 8.2.2).

V|= lim Zn:|AVk|— lim Zﬂf (x))Ax, _ﬂjf (x)dx .

5(P)=0 =

S5(P)—0

Rys. 8.2.2
Ilustracja obje¢tosci bryty obrotowe;j

8.3 INTERPRETACJA FIZYCZNA CALKI OZNACZONEJ

Droga przebyta w ruchu zmiennym
Niech S oznacza drogeg przebyta w przedziale czasowym [a,f3] przez punkt poruszajacy sig¢ ze zmienna predkoscia v(?),
te[a,f). Droga S jest granica sumy drog elementarnych AS), przebytych przez punkt w czasie Az z predkoscia stata f'(¢, ) gdy

o(P)—0.
_é};?lOZAS = lim_ Zv(t )AL, _;zjv(z)dt

Droga S jest polem trapezu krzywoliniowego ograniczonego wykresem funkcji v, osiag Ot oraz prostymi ¢ = ¢, t = [ (rys. 8.3.1).

¥

=)
S
Rys. 8.3.1
[lustracja drogi przebytej w ruchu
zmiennym
3

Q




8.4 PODSTAWOWE TWIERDZENIA

Tw. 8.4.1 (warunek wystarczajacy calkowalnos$ci funkcji)
Jezeli funkcja fjest ograniczona na przedziale [a,b] i ma na tym przedziale skonczong liczbg punktéw nieciaglosci I rodzaju, to
jest na nim catkowalna.

Uwaga. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze funkcja ciagta na przedziale jest na tym przedziale catkowalna. Z drugiej strony
funkcja calkowalna na przedziale moze mie¢ nieskonczenie wiele punktow nieciagtosci. Przyktadem takiej funkcji jest

9 0 dla x=0
x) = :
[x’lT1 dla 0<x<1

Funkcja fjest calkowalna na przedziale [0,1], ale w punktach , — l’ n>2 jest nieciagla.
n

Fakt 8.4.2 (obliczanie calek przy pomocy sumy calkowej podzialu r6wnomiernego)
Jezeli funkcja fjest catkowalna na przedziale [a,b], to

i F(x)dx = 1im{b;“zn“ f(a s "H .
’ n—m n o

n

Uwaga. Istnienie powyzszej granicy nie gwarantuje catkowalnosci funkcji £. Np. dla funkcji fix) = D(x) (funkcja Dirichleta) i
przedziatu [0,1] granica ta jest rowna 0, ale funkcja f'nie jest catkowalna na tym przedziale.

Tw. 8.4.3 (Newtona — Leibniza)
Jezeli funkcja f'jest ciagta na przedziale [a,b], to

[ S @)dx=F ()~ F(a).

gdzie F oznacza dowolng funkcje pierwotna funkcji f na przedziale [a,b].
Uwaga. Zamiast F(b) — F(a) bedziemy pisali F' (x)|j lub [F (x)]l; :

Tw. 8.4.4 (o liniowoSci calki oznaczonej)
Jezeli funkcje f'i g sa calkowalne na przedziale [a,b] oraz ceR, to
a) funkcja f+ g jest catkowalna na przedziale [a,b] oraz

[(Feo)+ g()dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx,

b) funkcja cf jest catlkowalna na przedziale [a,b] oraz
b

jcf(x)dx = cj F(x)dx .

8.5 METODY OBLICZANIA CALEK OZNACZONYCH

Tw. 8.5.1 (o calkowaniu przez podstawienie)
Jezeli

na

1. funkcja @: [a, ,B]—)[a, b] ma ciagla pochodna na przedziale [, /],

2. pla)=a, p(p)=b,
3. funkcja fjest ciagta na przedziale [a,b],
to

b Vij
[ fdx = £lo)e’ @)dr.

b 27 (B

Uwaga. W przypadku gdy funkcja ¢ jest rosnaca, ostatni wzor mozna zapisa¢ w postaci: I f(x)dx = I f(go(t))go/ (t)dt -
a 9 (@)

Tw. 8.5.2 (o calkowaniu przez czesci)

Jezeli funkcje f'i g maja ciagle pochodne na przedziale [a,b], to

[ /' gdx=[regm], - [ f()g' (x.



8.6 WEASNOSCI CALKI OZNACZONEJ

Tw. 8.6.1 (0 rownosci calek)
Niech funkcja f bgdzie catkowalna na przedziale [a,b] oraz niech funkcja g r6zni sig od funkcji f'tylko w skonczonej liczbie
punktoéw tego przedziatu. Wtedy funkcja g takze jest catkowalna na przedziale [a,b] oraz

_Iig(x)dx = jf(x)dx .

Tw. 8.6.2 (addytywnos$¢ wzgledem przedzialéw calkowania)
Jezeli funkcja fjest catkowalna na przedziale [a,b] oraz ¢ € (a,b), to

If(x)dx = jf(X)dx + If(x)dx .

Tw. 8.6.3 (0 zachowaniu nieréwnosci przy calkowaniu)
Jezeli

1. funkcje f1 g sa catkowalne na [a,b],

2. fix) < g(x) dla kazdego x € [a,b],

to

b b
j F(x)dx < j 2(x)dx .
a a
Uwaga. Jezeli nierowno$¢ w zalozeniu twierdzenia jest ostra, to takze nierownos$¢ w tezie jest ostra.

Def. 8.6.4 (warto$¢ Srednia funkcji)
Niech funkcja f'bedzie catkowalna na [a,b]. Wartos¢ $rednig funkcji f na przedziale [a,b] nazywamy liczbg
def

1 b
f, = E! F(x)dx.

Uwaga. Warto$¢ $rednia funkcji f na przedziale [a,b] jest wysoko$cig prostokata o podstawie dtugosci b — a, ktorego pole jest
réwne polu trapezu krzywoliniowego ograniczonego wykresem funkcji f, osia Ox oraz prostymi x = a, x = b.

Fakt 8.6.5 (calka funkcji nieparzystej)
Niech funkcja f bedzie nieparzysta i catkowalna na przedziale [-a,a]. Wtedy

‘a[f(x)dx:O.

y=f(z)

i

Rys. 8.6.1
Calka z funkcji nieparzystej na przedziale
z symetrycznym

|

Fakt 8.6.6 (calka funkcji parzystej)
Niech funkcja f bedzie parzysta i calkowalna na przedziale [-a,a]. Wtedy

jf(x)dx = 2‘“[ f(x)dx.



Rys. 5.1.2
Catka z funkcji parzystej na przedziale
symetrycznym

8.7 TWIERDZENIA PODSTAWOWE RACHUNKU CALKOWEGO

Def. 8.7.1 (funkcja gornej granicy calkowania)
Niech funkcja f'bgdzie catkowalna na przedziale [a,b] oraz niech ¢ € [a,b]. Funkcjg

Fx)=[f@at,

gdzie x € [a,b], nazywamy funkcja gérnej granicy catkowania.

Tw. 8.7.2 (o ciaglosci funkeji gérnej granicy calkowania)
Jezeli funkcja f'jest catkowalna na przedziale [a,b] to funkcja

F(x)=[ f(at
jest ciagta na przedziale [a,b]. |

Uwaga. Operacja calkowania (ze zmienng granica catkowania) przeksztatca funkcje catkowalne na przedziale w funkcje ciagle
na tym przedziale.

Tw. 8.7.3 (glowne twierdzenie rachunku calkowego)
Jezeli funkcja fjest catkowalna na przedziale [a,b] oraz ciagta w punkcie x, tego przedziatu, to funkcja

Fx)=[f@at,

gdzie ¢ € [a,b], jest rdzniczkowalna w punkcie x, oraz

F'(x,)= f(x,).

Uwaga. Gdy xy=a lub x,=b, to F’ (x,) oznacza tu pochodna jednostronna.

Uwaga. Operacja catkowania (ze zmienna granica calkowania) przeksztalca funkcjg ciagla na przedziale w funkcje rozniczko-
walne na tym przedziale.

9. ZASTOSOWANIA CALEK OZNACZONYCH
9.1. ZASTOSOWANIA W GEOMETRII

Fakt 9.1.1 (pole trapezu krzywoliniowego)
Niech funkcje d i g beda ciagte na przedziale [a,b] oraz niech d(x) < g(x) dla kazdego x € (a,b). Pole trapezu krzywoliniowego
D ograniczonego wykresami funkcji d i g oraz prostymi x = a, x = b wyraza si¢ wzorem:

b

D] = [[g(x) - d(x)Jax.

Rys. 9.1.1
Trapez krzywoliniowy




Uwaga. Analogicznie, pole trapezu krzywoliniowego ograniczonego wykresami funkcji x = d(y), x = g(y) gdzie y € [p,q],
wyraza si¢ wzorem:
q

1D|=[[g(») - d()ly.

P

Fakt 9.1.2 (dlugos$é krzywej)
Niech funkcja f'ma ciagla pochodna na przedziale [a,b]. Dlugos¢ krzywej I' = {(x, f (x)): x €la, b]} wyraza si¢ wzorem:

|1"|:jlw/1+[f/(x)]2dx.

Rys. 9.1.2
Krzywa w uktadzie
kartezjanskim

Fakt 9.1.3 (objetos¢ bryly)
Niech S(x), gdzie a < x < b, oznacza pole przekroju bryly V ptaszczyzna prostopadta do osi Ox w punkcie x oraz niech funkcja
S bedzie ciagta na przedziale [a,b]. Objgtos¢ bryty V wyraza si¢ wzorem:

V] = [ S(x)dx.

%% Rys. 9.1.3

Objetosc bryty

Fakt 9.1.4 (zasady Cavalieriego)

1. Jezeli dwie figury ptaskie maja jednakowe dlugosci przekrojéw kazda prosta prostopadta do ustalonej prostej, to ich pola
s rowne.

2. Jezeli dwie bryly maja jednakowe pola przekrojow kazda plaszczyzna prostopadta do ustalonej prostej, to ich objgtosci sa
rowne.

Fakt 9.1.5 (objetos¢ bryly obrotowej)

Niech funkcja nieujemna f bedzie ciagla na przedziale [a,b]. Ponadto niech T oznacza trapez krzywoliniowy ograniczony
wykresem funkcji £, osig Ox oraz prostymi x = a, x = b, gdzie a < b. Objgtos¢ bryty V powstatej z obrotu trapezu krzywolinio-
wego T wokot osi Ox wyraza si¢ wzorem:

V|=7[ £ @)dx.

Rys. 9.1.4 Bryla V powstata z obrotu trapezu krzywoliniowego 7 wokot osi Ox



Niech funkcja nieujemna f bedzie ciagla na przedziale [a,b], gdzie 0 < a < b. Ponadto niech T oznacza trapez krzywoliniowy
ograniczony wykresem funkcji f, osig Ox oraz prostymi x = a, x = b, gdzie a < b. Objgtos¢ bryty V powstalej z obrotu trapezu
krzywoliniowego T wokot osi Oy wyraza si¢ wzorem:

V| = 27zj xf (x)dx .

/1
J
\

y=f(z)

b

« a

Rys. 9.1.5 Bryla V powstala z obrotu trapezu krzywoliniowego 7 wokot osi Oy

Fakt 9.1.6 (pole powierzchni obrotowej)
Niech funkcja nieujemna f'ma ciagla pochodna na przedziale [a,b]. Pole powierzchni X powstatej z obrotu wykresu funkcji f

wokot osi Ox wyraza sig wzorem:
b
5 =2z f1+ [ @] .

! y=f(z)
I
1 e
) P Y
Q a b }r ..‘L‘ T
U

Rys. 9.1.6 Powierzchnia X powstata z obrotu wykresu funkcji fwokot osi Ox

Niech funkcja nieujemna f ma ciaglta pochodng na przedziale [a,b], gdzie a > 0. Pole powierzchni ¥ powstalej z obrotu
wykresu funkcji f wokot osi Oy wyraza si¢ wzorem:

|Z| = Zﬂi xy1+ [f/ (x)]2 dx .

WY

Rys. 9.1.7 Powierzchnia ¥ powstata z obrotu wykresu funkcji f wokoét osi Oy



9.2 ZASTOSOWANIA W FIZYCE

Fakt 9.2.1 (droga przebyta w ruchu zmiennym)
Niech punkt materialny porusza si¢ ze zmienng predkoscia v(¢) =|\7(t)|. Droga przebyta przez ten punkt w przedziale

czasowym [#,,t,] wyraza si¢ wzorem:

L= ]Zv(t)dt.

h

Fakt 9.2.2 (praca wykonana przez zmienng sil¢)
Zalozmy, ze rownolegle do osi Ox dziata zmienna sita F'(x) = ‘ F (x)‘ . Praca wykonana przez site od punktu x = a do punktu

x = b wyraza si¢ wzorem:

W:iF(x)dx.
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