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Teoria zdarzen dyskretnych




Plan laboratorium

» Dyskretne zmienne losowe i ich wlasnosci,

» Rozktady zmiennych losowych dyskretnych:
Rozktad rownomierny
Rozktad dwupunktowy
Rozktad dwumianowy (Bernoulliego)
Rozktad Poissona

Rozkiad geometryczny



Zmienna losowa dyskretna

» Dyskretna (skokowa) zmienng losowa X nazywamy zmienna losowa
jezeli zbior jej wartosci jest skonczony lub co najwyzej przeliczalny (ciag
liczbowy).

Niech:

K — zbior wartosci zmiennej losowe;j,

k — wartosc ze zbioru zmiennych losowych (punkt skokowy zmiennej losowej X)
k=0,1,2,...,K

» Rozktadem zmiennej losowej skokowej (funkcja rozktadu
prawdopodobienstwa) nazywamy funkcje prawdopodobienstwa, ktora kazde;
realizacji zmiennej X przyporzadkowuje okreslone prawdopodobienstwo.
Prawdopodobienstwo (skok) p(k), ze zmienna losowa X przyjmuje wartosc k,
jest zdefiniowane nastepujaco:

p(k) =P(X=k), dlak=0,1,2,...,K P(X=X)=p
» Wilasnosci prawdopodobienstwa:
0 < p(k) =1, dla kazdego k,
> p(k) = 1, dla wszystkich k.



Przyktad 1.

» Rzucamy trzema monetami i zliczamy uzyskane orty.
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Dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowe;]

» Dystrybuanta dyskretnej zmiennej losowej moze byc
okreslona za pomoca nierownosci stabej (<) lub mocne;

(9)
F(x)=P(X<x)= 2 pi(X)

X; <X

0 dla x<x,
b, dla x, <x<X,

F(X)=4p,+p, dla x, <x<x,

1 dla X=X,

\.



Przyktad 1. - kontynuacja

realizacje zm. X (z;)

prawdopodobienstwa p;
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Wartosc oczekiwana

» Wartosc oczekiwana inaczej wartosc przecietna, srednia,
nadzieja matematyczna, dyskretnej zmiennej losowe;j

E(X) =Y %P,

» Wiasnosci wartosci oczekiwane;:
|.E(c) = c,
2.E(X+Y ) =E(X) + E(Y),
3. E(XY ) = E(X)E(Y ), gdy zmienne losowe X iY s3a niezalezne,
4.E(cX) = E(c)E(X) = c E(X).



Wariancja dyskretnej zmiennej losowe;]

0" = D*(X) =Var(X) = Y [x ~ECOT p, = EX*) ~[E(X)T
Zatem: i=1
D?(X) = E(X?)~[E(X)P

» Odchylenie standardowe (dyspersja):

D(X)=+/D*(X)

» Wiasnosci:
|.D?*(c) =0,
2. D%(cX) = c2D?(X),
3.D2(X £Y ) = D?(X) £ D%(Y ),gdy X iY s3 niezalezne.



Przyktad 1. - kontynuacja

realizacje zm. X (z;)
prawdopodobienstwa p;
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D*(X) = E(X?) - [E(X)]*=3— (1.5)* = 0.75

D(X) = 0.866



Przyktad 2.

» WV autobusie MZK zgasto swiatto w momencie, gdy jeden z
pasazerow szukat biletu celem skasowania go. Pasazer miat 10
biletow, w tym 5 po 2,40, 3 po 1,20 oraz 2 po 0,60. Pasazer
wyciagnat na oslep jeden bilet i skasowat go. Jaka jest wartosc
oczekiwana i wariancja jego opftaty za przejazd?

o 240 120 060
P, 0,5 0,3 0,2

E(XX)= 2,40 -05+ 1,20 -0,3 + 0,60 -0,2 = 1,68

D2(X) = (2,40 - 1,68)2 -0,5 + (1,20 - 1,68)2 - 0,3+ (0,60 — 1,68)2 -0,2 = 0,566
D(X) = 0,75



Przyktad 3.

» Dane s3 mozliwe wartosci dyskretnej zmiennej losowej X:
x"'==1, x,=0, x3=1oraz E(X) = 0,1, E(X?) =0,9.
Znalez¢ rozktad X.

([ p1+Dpe+p3=1
(—1)-p1 +0-po+1-p3=0.1
(=12 p 4+ 0%+ 12 p3 =109
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Przyktad 4.

» X iY sq niezalezne. Znalez¢ wariancje zmiennej losowe;
Z=3X+2Y  jezeli D*(X) = 5iD?(Y) = 6.

D2(Z) = D2(3X + 2Y)
= D2(3X) + D?(2Y )
= 9D(X) + 4D?(Y )
=9 -5+4 -6=69



Rozktady
zmiennych losowych dyskretnych




1. Rozklad rownomierny

» inaczej: jednostajny, prostokatny, z ang.: uniform distribution

Jezeli zmienna losowa posiada o
skonczona liczbe realizacji, a
prawdopodobienstwo 04t
zdarzenia polegajacego na

realizacji dowolnej zmiennej 03
losowe;j jest jednakowe,
mowimy wtedy o rozktadzie 0
jednostajnym.
Prawdopodobienstwo zajscia
dowolnego zdarzenia z
przestrzeni zdarzen

PX=x)

iR

0.0

elementarnych jest state i dane ° ‘ ] : !
rem: 1 lub 1 B I
YEET P(X =k)== " P(X =x)="=
gdzie: K n

K, (n) - liczebnosc¢ zbioru zdarzen elementarnych.



2. Rozklad dwupunktowy

Rozktad dwupunktowy stosuje sie w przypadku zmiennych losowych, ktére przyjmuja
wylfacznie dwie wartosci. Mozna wiec nim opisywac doswiadczenia mogace sie
zakonczy¢ na dwa sposoby np. rzut monetg (orzet lub reszka).W praktyce, stuzy w
badaniach populacji dzielacych sie na dwie kategorie np. sygnat i brak sygnatu.
Istnieja wiec dwie realizacje zmiennej losowej X: X = {/, 0}. Gdy zmienna losowa
przyjmuje wartos¢ " 1", przyjeto sie mowic, ze doswiadczenie zakonczyto sie
sukcesem, gdy natomiast zmienna przyjeta wartosc "0", zakonczyto sie porazka.
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Wartosc oczekiwana: ElX)=0*¢+1*p=p

0o

Wariancja: Var(X) = B\ X - B} (X) 0 i
Imiering losows X

Var(X)=p-p* = p(l-p) = pg



3. Rozklad dwumianowy
» Inaczej: Bernoulliego, z ang.: Bernoulli; binomial distribution

Rozkiad Bernoulliego jest najczesciej spotykanym w praktyce rozktadem zmienne;
losowej. Stosujemy go wowczas gdy wykonujemy n niezaleznych doswiadczen (wynik
kazdego nich nie zalezy od doswiadczen poprzednich), przy czym kazde z doswiadczen
ma, podobnie jak w rozktadzie dwupunktowym jedno z dwoch mozliwych wynikow:
sukces lub porazke.Tak wiec prawdopodobienstwo sukcesu jest w kazdym z
doswiadczen takie samo. Jako wartos¢ zmiennej losowej przyjmujemy ilos¢ sukcesow.
Zmienna losowa moze zatem przyjmowac wartosci: X: X = {0, I, 2, 3, ...N}.

» Przykfady zastosowan:
rzut moneta (orzet lub reszka),
test grupy osob na pewna chorobe (osoba zdrowa lub chora),
ankieta poparcia dla premiera (ankietowany popiera lub
nie popiera),
stany roznych telefonow w centralce zakladowej o zadanej porze
(numer zajety lub wolny).



Rozktlad dwumianowy c.d.

» Rozktad zmiennej losowe;j.

Zdefiniujmy zmienna losowa X rowna liczbie sukcesow k (np. wyrzucenie orta) w N
doswiadczeniach (np. rzutach moneta). Zatézmy, ze otrzymalismy wynik:

O, O R OR,R,O 0O,R,

gdzie: O- oznacza wyrzucenie orfa

R- oznacza wyrzucenie reszki

N=9; k=5;
Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania takiego ciagu?
Prawdopodobienstwo, ze za pierwszym i nastepnymi razami wyrzucimy orfa jest rowne
p.W zwiazku z tym, ze zdarzenia sa niezalezne, prawdopodobienstwo otrzymania
takiego ciagu jest rowne iloczynowi prawdopodobienstw kolejnych zdarzen.

PIX=5)=p*p*g*p*g*g*p*p*g=p *g*

W zwiazku z tym, ze interesuja nas wszystkie mozliwe ustawienia wynikow (kombinacje
bez powtodrzen), mnozymy wszystko przez dwumian Newtona i otrzymujemy:

A
PIX =k)= P(X(k,N)=F =(Jﬁkqﬁ'k ptg=1
» gdzie:

N - ilos¢ doswiadczen, ” n n!
k - ilo$¢ sukcesow w N doswiadczeniach, C, = '
k kl(n — k)!




Rozktad dwumianowy c.d.
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Rozktad dwumianowy c.d.

» Wartosc oczekiwana

Zdefiniujmy zmienna losowa Y rowna liczbie sukcesow k w N doswiadczeniach.
Kazdy z wynikow otrzymanych w pojedynczym doswiadczeniu zalezy od
innej zmiennej losowej Z, majacej dwie realizacje Z: Z={0, I}.

Yo~ 2,25 Z3 ..., Z 000,..0 2) Z Bz % .
yl= Z,Z),Z3 ..., LN 0, O, I,..., - 14T =) Fi =
y2= ZI’ ZZ} Z3) seey ZN I ’ 0, I 0 coo) O
E(X])= Np,
yn=N ZI) ZZ) Z3)---ZN I ’ I ’ I 0 coog I
» Wariancja

Vﬂr[}fj = Mpg



Rozktad dwumianowy — Przyktad 1.

» Dwoch rownorzednych graczy gra w szachy. Co jest bardziej prawdopodobne
dla kazdego z nich: |. wygrac dwie partie z czterech,

2.czy trzy z szesciu!?
Partie remisowe nie sa brane pod uwage.

» Rozwiazanie:

st e

Nps;qﬁr-s;
274 4 2 i
3z6 6 3

TSRS b A 116

Ha=e)= 2[5] [EJ S 2A4-2)144 16 Zatem:
6
3

(V1Y e 11 s tatwiejwygrac 2 partie z 4
Nz TAG-3lz8 16 niz 3 partie z 6

PX =3)=




Rozklad Poissona

» Rozktad Poissona

PX =k)=e A>0, k=0.12 .

stanowi szczegolny przypadek rozktadu dwumianowego
(rozktad graniczny rozktadu Bernoulliego), w ktorym
prawdopodobienstwo sukcesu p jest bardzo mate (p—0),
a liczba niezaleznych doswiadczen N jest bardzo duza

(N—0), ze iloczyn: Mo =const = A
jest wielkoscig stafa, dodatnia i niezbyt duza.

k. M=k
v prgtt Y [i] [1—£] _A
k wpeamconst K SV N T w




Rozklad Poissona c.d.

» Wartosc oczekiwana: Bl =A
» Wariancja: Par(X1 =4

» Przykfady zastosowan:
liczba btedow typograficznych w ksiazce,
liczba samochodow uczestniczacych danego dnia w kolizjach
drogowych w duzym miescie,
liczba konfliktow w dostepie do zasobow w sieci komputerowej w
ciagu | godziny,
liczba btedow lekarskich popetnionych w miesiagcu w catym szpitalu,

rozpad promieniotworczy: liczba jader n duza, prawdopodobienstwo
rozpadu konkretnego jadra bardzo mate,

zderzenia czastek elementarnych, duza ilosc czastek, mata szansa na
zderzenie.



Rozklad Poissona c.d.
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Rozklad geometryczny

PIX=k=(1=p) 1, k=1,23....

» rozktad opisujacy sytuacje gdy powtarzamy doswiadczenie
Bernoulliego az do uzyskania pierwszego sukcesu,

liczba rzutow moneta, az do uzyskania pierwszego orfa,
liczba prob wystania pakietu poczta elektroniczna,

liczba prob automatycznego zataczenia sieci energetycznej lub
systemu zasilania po awarii.

1
» Warto$¢ oczekiwana:  E(X)=—
1—

2

P

» Wariancja:  var(X) =




Rozktad geometryczny c.d.

PIX=k=(1-p)*'p. k=123, ...
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